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Приведены результаты исследований системы управления с параллельно работающей мо-

делью, реализующей прогнозирование изменения параметров управляемого объекта с помощью 
интерполирующих полиномов. 
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Использование в контурах систем 
управления цифровых вычислительных уст-
ройств значительно расширяет возможности 
применения сложных законов управления. 
Хотя в реальной промышленной автоматике 
до сих пор превалируют системы с цифро-
вой реализацией ПИД-регулирования, все 
большее распространение получают раз-
личные алгоритмы оптимального, адаптив-
ного управления, особенно для систем высо-
кого порядка, существенно нестационарных 
и нелинейных. Одним из вариантов такого 
управления, отличающимся новизной под-
ходов, является адаптивное прогнозирую-
щее управление с моделью, получившее 
значительное развитие в последнее десяти-
летие. Упрощенно идея заключается в ис-
пользовании экстраполированных на опре-
деленную глубину значений переменных при 
формировании закона управления так, чтобы 
минимизировать будущее отклонение сис-
темы от желаемого состояния и тем самым 
обеспечить оптимальность управления.  

Обобщенная нелинейная задача 
управления с предсказанием. Пусть мате-
матической моделью объекта управления 
служит система обыкновенных нелинейных 
дифференциальных уравнений вида 

0( ) ( , ( ), ( )), (0) ,x t f t x t u t x x= =        (1) 

где nx E∈ – вектор состояния; mu E∈ – век-
тор управления; [ )0,t ∈ ∞ . 

Введем в рассмотрение допустимые 
множества управлений mU E⊆  и состояний 

nX E⊆ , полагая, что для любого фиксиро-

ванного момента времени [ )0,t ∈ ∞  должны 
выполняться условия ( ) , ( )x t X u t U∈ ∈ . По-
ложим, что для любых кусочно-
непрерывных функций u(t) со значениями из 
множества U функция f(t, x, u(t)) удовлетво-
ряет условиям существования и единствен-
ности решения задачи Коши для системы 
(1). Кроме того, будем полагать ( ,0,0) 0f t ≡ , 
т. е. система (1) обладает нулевым положе-
нием равновесия. 

В качестве простейшего варианта за-
дания допустимых множеств U и X можно 
привести, например, следующие соотноше-
ния: 

{ }
{ }

min max

min max

: , 1, ,

: , 1, ,

m
i i i

n
j j j

U u E u u u i m

U x E x x x j n

= ∈ ≤ ≤ =

= ∈ ≤ ≤ =
       (2) 

где ui min, ui max, xj min, xj max  – заданные веще-
ственные числа. 

Будем считать, что целью управления 
объектом (1) является обеспечение выпол-
нения равенств 
lim ( ) ( ) 0, lim ( ) ( ) 0,x u
t t

x t r t u t r t
→∞ →∞

− = − =        (3) 

где заданные векторные функции rx(t) и ru(t) 
определяют некоторое желаемое движение 
объекта. 

Введем в рассмотрение понятие ка-
чества управления, задавая некоторый 
функционал  

0 0( ( ), ( ))J J x t u t=          (4) 
на управляемых движениях объекта (1). 

Любая задача оптимального управле-
ния состоит в поиске такого управляющего 
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воздействия из некоторого заданного клас-
са (при его задании учитывается допусти-
мое множество U), которое обеспечивает 
достижение цели (3) с учетом ограничения 

[ )( ) 0,x t X t∈ ∀ ∈ ∞  и доставляет минимум 
функционалу (4). 

Таким образом, принцип прогнози-
рующего управления может быть сформу-
лирован как способ формирования управ-
ляющего воздействия в системе, при кото-
ром прогнозируемая выходная переменная 
приближается к желаемой, последователь-
но переопределяемой.  

В настоящее время известны много-
численные варианты типовых задач, кон-
кретизирующих приведенную выше форму-
лировку, а также разнообразные подходы к 
их аналитическому и численному решению. 
Однако необходимо отметить, что до на-
стоящего времени все эти подходы являют-
ся достаточно сложными для практической 
реализации. 

Для учета этого факта при решении за-
дач оптимального управления в настоящее 
время используются различные пути, одним 
из которых является применение теории 
управления с прогнозирующими моделями. 
По существу, ее основу составляет известное 
обобщение принципа обратной связи, соглас-
но которому при формировании управляюще-
го воздействия используется измеряемая 
информация о состоянии объекта. 

Сказанное может быть проиллюстри-
ровано структурной схемой (рис. 1).  

Алгоритм работы системы управле-
ния следующий: 

1. Рассматривается некоторая мате-
матическая модель объекта, начальными 
условиями для которой служит его текущее 

состояние. При заданном программном 
управлении выполняется расчет уравнений 
этой модели, что дает прогноз движения 
объекта на некотором конечном отрезке 
времени (горизонте прогноза). 

2. Выполняется оптимизация про-
граммного управления, целью которой яв-
ляется приближение регулируемых пере-
менных прогнозирующей модели к соответ-
ствующим задающим сигналам на горизон-
те прогноза.  

3. На шаге вычислений, составляю-
щем фиксированную малую часть горизонта 
прогноза, реализуется найденное опти-
мальное управление. 

4. Горизонт прогноза сдвигается на 
шаг вперед, и повторяются пункты 1–3 дан-
ной последовательности действий. 

Основным и важным звеном пред-
ставленной системы управления является 
алгоритм прогнозирования (в дальнейшем 
прогнозатор), который выполняет роль опе-
режения (прогноза) задающего воздействия 
на некоторый шаг h (горизонт прогнозиро-
вания). 

Одним из методов реализации про-
гнозатора является использование экстра-
поляционных полиномов, позволяющих с 
определенной точностью для непрерывных 
функций составить прогноз на некоторое 
значение вперед. 

Например, можно взять в качестве 
прогнозатора вторую интерполяционную 
формулу Ньютона. Ее сущность состоит в 
том, что для функции  

( ) ( 0,1,2,..., )i iy y x i n= =    
с равноотстоящим значением аргумента  

0ix x ih= +  
 

Рис. 1. Структурная схема системы управления с параллельной прогнозируемой моделью: g – задающее воздействие; 
X – выходная координата объекта управления; X* – выходная координата модели объекта управления; E* – ошибка 
модели 
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строим интерполирующий полином сле-
дующего вида: 

0 1 2 1

3 1 1 2

1 1

( ) ( ) ( )( )
( )( )( ) ... ( )

( )( )...( ).

n n n n

n n n n

n n

P x a a x x a x x x x
a x x x x x x a x x
x x x x x x

−

− −

−

= + − + − − +

+ − − − + + − ×

× − − −

 

                                                                      (5) 
Наша задача состоит в определении 

коэффициентов 0 1 2 3, , , ,..., na a a a a  таким об-
разом, чтобы были выполнены равенства  

( ) ( 0,1,..., ).n i iP x y i n= =      
Для этого необходимо и достаточно, 

чтобы 
( ) ( 0,1,2,..., ).i i

n n i n iP x y i n− −∆ = ∆ =                (6) 
Положим x = xn в формуле (5). Тогда 

будем иметь 
0( ) .n n nP x y a= =  

Следовательно, 0 .na y=  
Далее, берем от левой и правой час-

тей формулы (5) конечные разности перво-
го порядка: 

[1]
1 2 1

{2} [ 1]
3 2 1

1 * 2 ( )

* 3 ( ) ... ( ) .
n n

n
n n

P a h a h x x

a h x x a nh x x
−

−
−

∆ = ∗ + − +

+ − + + −
 

Полагая x = xn–1 и учитывая соотно-
шения (6), будем иметь 

1 1 1( ) .n n nP x y a h− −∆ = ∆ =  
Следовательно, 

1
1 .nya

h
−∆

=  

Аналогично составим вторую раз-
ность от Pn(x), в результате получим 

2 2 2 [1]
2 3 2

2 2
1

( ) 2! 3 * 2 ( ) ...

... ( 1) ( ) .
n n

n
n

P x a h a h x x

a n n h x x
−

−

∆ = + − +

+ − −
 

Полагая x = xn–2, находим 
2 2 2

2 2 2( ) 2! .n n nP x y a h− −∆ = ∆ =  
Характер закономерности коэффици-

ентов ai достаточно ясен. Применяя метод 
математической индукции, можно сказать, 
что  

( 0,1,2,..., ).
!

i
n i

i i
ya i n

i h
−∆

= =                             (7) 

Подставляя эти значения в формулу 
(5), будем иметь окончательно 

2
1 2

2

3
3

1 1 23

0
1

( ) ( ) ( )
1! 2!

( ) ( )( )( ) ...
3!

... ( )...( ).
!

n n
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n
n n n n

n

nn

y yP x y x x x x
h h
yx x x x x x x x
h

y x x x x
n h

− −

−
− − −

∆ ∆
= + − + − ×

∆
× − + − − − +

∆
+ − −

                                                                      (8) 
Формула (8) носит название второй 

интерполяционной формулы Ньютона. 

Введем более удобную запись фор-
мулы (8). Пусть  

,nx xq
h
−

=  

тогда  

1

2

1,

2

n n

n

x x x x h q
h h

x x q
h

−

−

− − +
= = +

−
= +

и т.д.

 

Подставив эти значения в формулу 
(4), получим 

2
1 2

3
3 0

( 1)( )
2!

( 1)( 2) ( 1)...( 1)... .
3! !

n n n n

n
n

q qP x y q y y

q q q q q q ny y
n

− −

−

+
= + ∆ + ∆ +

+ + + + −
+ ∆ + + ∆

                                                                      (9) 
Это и есть обычный вид второй ин-

терполяционной формулы Ньютона. Для 
приближённого вычисления значений функ-
ции y  полагают 

( ).ny P x=  

При моделировании второй интерпо-
ляционной формулы Ньютона в пакете про-
грамм MATLAB непрерывной функции 

( ) 10 * sin( ) sin(2 ) * sin(3 )F x x x x= +  на h = 1 c и 
h = 1,5 c вперед были получены результа-
ты, представленные на рис. 2. 

  

 
Рис. 2. Результаты прогнозирования 

 
При моделировании системы управ-

ления с предложенной структурой были по-
лучены следующие результаты: 

1) исходная система описывается пе-
редаточной функцией вида 

( )
( ) ( ) ( )2

75 ;
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W p
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+ + + +
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2) звено, не охваченное главной об-
ратной связью, имеет передаточную функ-
цию вида 

( ) 2
1 .

0,0001 0,012 1
W p

p p
=

+ +
 

Исследования показали, что ошибка 
системы с прогнозируемой параллельной 
моделью составляла на 20–30% меньше, 
чем ошибка исходной системы. При этом 
время опережения менялось в диапазоне  
h = (0,01–0,1) с. Ошибки систем в режиме вход-
ного воздействия 2,5sin cos2 sin5g x x x= + ∗  
представлены на рис. 3. 

Рис. 3. Ошибки систем: 1 – система с моделью; 2 – 
система без модели 

Преимущество выбранного подхода 
заключается в том, что все изменения ис-
ходной системы происходят на программ-
ном уровне и не затрагивают конструкцион-
ные изменения, что в ряде случаев эконо-
мически выгодно. 
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