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К понятию голоморфной функции многих 
комплексных переменных можно прийти различ-
ными путями: с помощью понятия С-диффе-
ренцируемости, голоморфности функции по ка-
ждому переменному; разложения функции в 
кратный степенной ряд и т.д. Все эти различные 
подходы приводят к одному и тому же классу 
голоморфных функций, т.е. являются эквива-
лентными. 

Далее докажем эквивалентность семи опре-
делений голоморфной функции многих комплекс-
ных переменных и установим связи между ними. 

Факт эквивалентности определений явля-
ется обобщением известной теоремы об эквива-
лентности понятий голоморфной функции в 
смысле Римана и Вейерштрасса [1, с. 42]. 

Пусть 1( ) ( ,..., )nw f z f z z= =  – функция мно-

гих комплексных переменных, 0 0 0
1( ,..., ) n

nz z z C= ∈ . 
Определение. Функция w = f(z) называет-

ся R-дифференцируемой в точке z0, если она 
дифференцируема в этой точке как функция 2n 
действительных переменных (x, y), x = (x1,… xn), 
y = (y1,…, yn), zv = xv + iyv, v = 1, 2,…, n. 

Для R-дифференцируемой функции суще-
ствует дифференциал df, который имеет вид  

1
.

n

v v
v vv

f fdf dx dy
x y=

 ∂ ∂
= + 

∂ ∂ 
∑      (1) 

Переходя к комплексным координатам, 
можно записать 

1
,

n

v v
v vv

f fdf dz dz
z z=

 ∂ ∂
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∂ ∂ 
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где 1 ,
2v v v

f f fi
z x y

 ∂ ∂ ∂
= − ∂ ∂ ∂ 
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f f fi
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 ∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ 
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Если обозначить  

1 1
, ,

n n

v v
v vv v

f ff dz f dz
z z= =

∂ ∂
∂ = ∂ =

∂ ∂∑ ∑     (4) 

то  
.df f f= ∂ + ∂        (5) 

Определение. R-дифференцируемая в 
точке 0 nz C∈  функция f(z) называется C-диф-
ференцируемой в этой точке, если выполняет-
ся условие Коши-Римана 

0 0.
z

f∂ =                 (6) 

Условие Коши-Римана (6) равносильно, в 
силу (4), системе из комплексных уравнений 

0
0, 1,2,..., .

v z

f v n
z
∂

= =
∂

               (7) 

Обозначим через U(z0, r) полицилиндр с 
центром в z0, т.е.  

{ }0 0( , ) : , 1,2,..., .v v vU z r z z z r v n= − < =  

Полицилиндр U(z0, r) является окрестно-
стью точки z0 в Cn. 

Определение. Функция w = f(z) называ-
ется голоморфной (аналитической) в точке 

0 nz C∈ , если она C-дифференцируема в неко-
торой окрестности этой точки. 

Сформулируем следующие семь утвер-
ждений: 

1. Функция w = f(z) C-дифференцируема в 
некоторой окрестности U(z0, r) точки z0. 

2. Функция w = f(z) представима в неко-
тором полицилиндре U(z0, r) кратным степен-
ным рядом (К. Вейерштрасс), т.е.  

0
0

( ) ( ) ,k
k

k
f z c z z

≥

= −∑                (8) 

где 1 ... ,nk k k= + +  k = (k1,…, kn), ki = 0, 1, 2,…,  
ki = 0, 1, 2,… ,  i = 1,…, n. 

3. Функция w = f(z) голоморфна по каж-
дому переменному (при фиксированных ос-
тальных) в некотором полицилиндре  
U(z0, r) (Б. Риман). 

4. Функция w = f(z) голоморфна по каж-
дому переменному и непрерывна по совокуп-
ности переменных в некотором полицилиндре 
U(z0, r). 

5. Функция w = f(z), непрерывная в за-
мыкании полицилиндра U(z0, r), в любой точке 

0( , )z U z r∈  представима кратным интегралом 
Коши 
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Γ

ζ ζ ζ
=

ζ − ζ −π ∫ n
n

n n

f d df z
z zi

,     (9) 

где Γ  – остов U, т.е. произведение граничных 
окружностей. 

6. Функция w = f(z) имеет в точке 
0( , )z U z r∈  производные любых порядков по лю-

бому переменному. 
7. Функция g(λ) = f(z0 + λei) голоморфна в 

некоторой окрестности нуля в C, 0 nz C∈ , 

(0,...,0,1,0,...,0)
i

ie = , i = 1, 2,…, n. 
Определение. Формула (9) называется 

кратной формулой Коши. 
Теорема. Утверждения 1–7 эквивалентны. 
Доказательство будем проводить по сле-

дующей схеме: 

        
 

Импликация 1 → 3. Пусть функция w = f(z) 
является C-дифференцируемой в некотором 
полицилиндре U(z0, r). Это влечет за собой  
C-дифференцируемость по каждому перемен-
ному, так как по каждому переменному выпол-
няются условия Коши-Римана (7), что и означает 
голоморфность по каждому переменному. 

Импликация 3 → 4. Эта импликация со-
ставляет содержание фундаментальной теоре-
мы Хартогса (Гартогса) [1, c. 36]. 

Импликация 4 → 5 составляет содержание 
теоремы из [1, с. 28]. 

Импликация 5 → 2 следует из доказатель-
ства теоремы из [1, с. 30]. 

Импликация 2 → 1. Пусть функция w = f(z) 
представляется в полицилиндре U(z0, r) степен-
ным рядом (8). Сумма f(z) степенного ряда внут-
ри области сходимости является R-диффе-

ренцируемой, и в точке 0( , )z U z r∈  выполняют-
ся условия Коши-Римана 

0

0

( ) 0, 1,2,..., ,
k

k
v vk

z zf c v n
z z≥

∂ −∂
= = =

∂ ∂∑  

так как почленное дифференцирование сте-
пенного ряда, в силу его равномерной сходи-
мости, возможно. 

Импликация 2 → 6. Степенной ряд (8) 
можно почленно дифференцировать сколько 
угодно раз внутри области сходимости. Поэтому 
существуют производные любого порядка k : 

1

0
1

1

( ) , ... , ( , )
... n

k

nk k
n

f z k k k z U z r
z z
∂

= + + ∈
∂ ∂

  

(см. [1, c. 30]). 
Импликация 6 → 3 тривиальна. 
Импликация 3 → 7. Пусть функция  

w = f(z) голоморфна по каждому переменному 
zv в полицилиндре U(z0, r). 

Рассмотрим функцию [2, с. 10] 
0( ) ( ),vg f z eλ = + λ  

где 1, (0,...,0,1,0,...,0), ( ,..., )
v

v nC e e eλ∈ =  – стан-
дартный ортонормированный базис в Cn.  

Поэтому 0 0 0 0 0
1 2( , ,..., ,..., ),v v nz e z z z z+ λ = + λ  

1 1
,

n n
v v

v v vv v

g f dz f dz f
z d z d z= =

∂ ∂ ∂ ∂
= + =

∂λ ∂ λ ∂ λ ∂∑ ∑  

00, ( , ),g z U z r∂
= ∈

∂λ
 

1,2,..., .v n=  
Из этого следует голоморфность функ-

ции в нуле. 
Импликация 7 → 3 сразу следует из пре-

дыдущих формул в силу произвольности  
v, v = 1, 2,…, n. 
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