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СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ И АВТОМАТИЗАЦИИ

УДК 519.6 

ЛОКАЛИЗАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ. 
ОСНОВЫ ТЕОРИИ

М.Ш. Мисриханов, д-р техн. наук, В.Н. Рябченко, д-р ф.-м. наук

Введение. Аппарат динамических систем получил широкое распро-
странение при решении актуальных научно-технических задач. Поэтому

интерес исследователей к этим объектам на современном этапе развития

теории систем не только не угасает, но и существенно усиливается [1].  
В цикле работ [2 – 9] изложены основы теории локализации (теории

вложения систем), которая позволяют по-новому ставить и решать ряд

традиционных задач анализа и синтеза в теории систем. Например, для
достаточно богатого множество современных объектов управления, ко-
торые могут быть представлены в виде линейных моделей, разработчики
систем управления традиционно используют регулярные законы управ-
ления (количество управляющих сигналов в них совпадает с количеством

органов управления). В случаях, когда сформулированные требования к

качеству управления не могут быть обеспечены регулярным законом

управления, эти требования ослабляют до тех пор, пока задача не будет

решена. Известно также, что возможности регулярных законов управле-
ния ограничены инвариантами по управлению [2]. Преодолеть эти инва-
рианты можно, используя нерегулярные законы управления (количество
управляющих сигналов меньше количества органов управления). В связи

с тем, что систематические методы синтеза нерегулярных законов управ-
ления не разработаны, нерегулярные законы используются крайне редко. 
Однако технология вложения систем позволяет систематически строить

как регулярные, так и нерегулярные законы управления, а также выпол-
нять параметризацию этих законов (построение не только одного закона, 
но и множества других, выполняющих поставленную задачу) [10]. 

Существующая теория локализации систем основывается на выпол-
нении некоторых равенств (тождеств), называемых условиями локализа-
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ции (вложения). Рассмотрим проблему локализации систем с позиций

выполнения условий локализации в виде неравенств. 
Описание систем в пространстве состояний. Пусть конечномер-

ная линейная стационарная динамическая система описывается системой

дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t= +ɺ , 0 0( )x t x= , ( ) ( ) ( )y t Cx t Du t= + , (1) 

где ( ) nx t ∈ℝ  − вектор пространства состояния системы (или просто состоя-

ние); 0( ) nx t ∈ℝ − вектор начальных условий (или просто начальные усло-

вия); ( ) mu t ∈ℝ  – вектор входов системы (или просто вход); ( ) py t ∈ℝ  – век-

тор выходов системы (или просто выход). Матрицы коэффициентов A, B, C, 
D имеют подходящие размеры.  

Динамическая система с одним входом (m = 1) и одним выходом

(p = 1) именуется SISO-системой (single input – single output). Соответст-
венно, при m > 1, p = 1 применяется термин MISO-система (multi input – 
single output), при m = 1, p > 1 − SIMO-система (single input – multi output), 
при m > 1, p > 1 − MIMO-система (multi input – multi output) [11]. Соот-
ветствующая передаточная матрица (для SISO-системы – передаточ-
ная функция) от входа u(t) к выходу y(t) определяется на основе ал-
гебраического уравнения

( ) ( ) ( )y s G s u s= , 

где u(s), y(s) − преобразования Лапласа векторов u(t), y(t) при нулевых

начальных условиях x(0) = 0. 
Тогда, согласно (1), имеем

1( ) ( )nG s C sI A B D−= − + , (2) 

где In – единичная матрица размера n × n. 
Систему уравнений (1) можно записать в компактной (блочной) 

матричной форме: 

x A B x

y C D u

    
=    

    

ɺ
. (3) 
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Из (2) и (3) вытекает принятая в современной теории систем

форма так называемой системной матрицы и передаточной матри-
цы (3) [12, 13]: 

1( )n

A B
C sI A B D

C D
− 

− +  
 

≜ . (4) 

Описание систем в форме проматрицы. Сконструируем для сис-
темы (1) так называемую проматрицу системы [4]. В общем случае коли-
чество уравнений в (1) не совпадает с числом фигурирующих в ней пере-
менных, поскольку внешние воздействия u(t) формально не зависят от

других сигналов. Допишем к уравнениям (1), не нарушая постановки за-
дачи, условие на внешние сигналы u(t) в виде регуляризирующего тожде-
ства (регуляризирующего пополнения по Тихонову) 

( ) ( )u t u t= . (5) 

Применяя к полученной системе уравнений преобразование Лапла-
са, получим систему алгебраических уравнений

( ) 0( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ),

ns I A x s Bu s x

y s C x s Du s

u s u s

− − =
− − =
=

(6) 

которую можно переписать в блочно-матричном виде: 

0

1

0 ( )

( ) 0

( ) ( )0 0

n n p

p m

m n m p m

sI A B x s x

C I D y s

u s u sI

×

×

× ×

 − −    
    − − =    
         

. (7) 

Введем в (7) следующие обозначения: 

0

( )

0 0

n

p

m

sI A B

s C I D

I

 − −
 

Ω = − − 
 
 

, (8) 
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0

1

( )

( ) ( ) , ( ) 0

( ) ( )

p

x s x

Y s y s U s

u s u s

×

  
  = =   

   
   

. (9) 

Векторы (9) будем называть соответственно обобщенным выходом и

обобщенным входом системы. 
Матрица ( )sΩ называется проматрицей. Этот термин происходит от

полного наименования «проблемная матрица» и является вполне обосно-
ванным, так как он полностью характеризуют ту задачу теории систем

(проблему), для которой построена проматрица.  
Наиболее общие свойства проматриц на примере матрицы (8) вы-

глядят следующим образом: 
− квадратность (число строк всегда совпадает с числом столбцов); 
− автономность представления компонентов, являющихся матрич-

ными коэффициентами уравнений подсистем и уравнений взаимосвязи

между ними; 
− полнота, невырожденность (определитель проматрицы тождест-

венно не равен нулю); 
− разреженность (наличие относительно большого количества нуле-

вых и единичных блоков); 
− универсальность (с точки зрения решаемой задачи и формы пред-

ставления моделей динамических систем). 
Квадратная дробно-рациональная матрица Ω−1(s), которая обобщенно-

му входу U(s) ставит в соответствие обобщенный выход Y(s) по формуле

1( ) ( ) ( )Y s s U s−= Ω , (10) 

называется реверсивной проблемной матрицей.  
По аналогии с передаточными матрицами, реверсивную проматрицу

Ω−1(s) можно трактовать как обобщенную передаточную матрицу от

обобщенного входа U(s) к обобщенному выходу Y(s). Обобщенной она

является, прежде всего, потому, что содержит все возможные передаточ-
ные функции от всех субвекторов, включенных в обобщенный вход U(s), 
ко всем субвекторам, включенным в обобщенный выход Y(s). 

Отметим следующее принципиальное свойство реверсивных про-
матриц, а именно: взаимно однозначное соответствие проматрицы и ре-
версивной проматрицы, т.е.  
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( ) 11( ) ( )s s
−−Ω = Ω . 

В соответствии с этим свойством, совокупность всех передаточных

функций линейной системы, структурированная определенным образом, 
полностью эквивалентна исходным уравнениям линейной системы. 
Только в этом случае из передаточных функций линейной системы мож-
но восстановить все коэффициенты ее исходных уравнений. 

Кратко рассмотрим способы формального получения реверсивной

проматрицы, используя известные методы обращения матриц [16, 17]. 
Один из них основан на вычислении присоединенной матрицы, т.е. 

1 1
( ) ( )

det ( )
−Ω = Ω

Ω
Adjs s

s
. 

Здесь ΩAdj(s) – присоединенная матрица. 
Поэлементное обращение проматрицы по этой формуле позволяет

получить любую из скалярных передаточных функций

( )
( ) ( ) , 1, , 1,

( )
j

i

u i
ijy

j

y s
f s f s i m j r

u s
= = ∈ = , 

от j-й компоненты uj(s) обобщенного входа U(s) к i–й компоненте yi(s) 
обобщенного выхода Y(s) системы. При этом принадлежность той или

иной передаточной функции к конкретной паре точек «вход – выход» 
системы определяется последовательностью компонент обобщенных

входа и выхода. 
Другой метод обращения матриц основан на разбиении матрицы на

блоки с последующим вычислением блоков обратной матрицы, напри-
мер, по формулам Фробениуса. Следуя этому методу, получим при об-
ращении проматрицы (8) следующую матрицу: 

( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 11

0

( )

0 0

n n

n p n

m

sI A sI A B

s C sI A I C sI A B D

I

− −

− −−

 − −
 
 Ω = − − +
 
 
 

. (11) 

Матрица (11) содержит все передаточные матрицы, которые можно

определить для системы (1). 
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Применим к (11) следующее преобразование: 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

0 0

0 0 0

0 0

n n

p n p n

mm

sI A sI A B

I C sI A I C sI A B D

II

− −

− −

 − −   
  − − +      

 

или в другом виде

( )
1

0 0

0 0 0

0 0

n

p p

mm

sI A B

I C I D

II

−
 − −  
   − −   

  
  

. (12) 

Нетрудно заметить, что (12) равно

( )

( )

1

1

0 0

0 0 0

0 0

,

n

p p

mm

n

sI A B

I C I D

II

C sI A B D

−

−

 − −  
   − − =   

  
  

= − +

(13) 

т.е. передаточной матрице (2), которая, в свою очередь, равна системной

матрице

A B

C D

 
  
 

. (14) 

На основании (12) – (14) можно записать равенство преобразован-
ной проматрицы и системной матрицы

( )
1

0 0

0 0 0

0 0

n

p p

mm

sI A B
A B

I C I D
C D

II

−
 − −  

    − − =       
   

  

, (15) 

являющееся ключевым в дальнейшем изложении. 
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Свойства систем. Управляемость и наблюдаемость. Понятия

управляемости и наблюдаемости являются важнейшими в теории ли-
нейных систем [1, 11 – 13]. Для управляемой динамической систе-
мы (1), (4) следующие утверждения являются эквивалентными (равно-
сильными) [11 – 13]: 

а) (A, B) управляемая пара; 
б) матрица

TT

0

( )
t

A A
cW t e BB e dτ τ τ∫≜

положительно определена при 0t > ; 
в) матрица управляемости Калмана

( )2 1nB AB A B A B−
…

имеет полный (строчный) ранг; 
г) матрица ( )nA I Bλ− имеет полный (строчный) ранг при всех

λ ∈ℂ  (критерий Попова-Белевича-Хотиса);  
д) пусть λ и x − соответственно собственное значение и левый соб-

ственный вектор матрицы A, т.е. xTA = xTλ, тогда xTB ≠ 0; 

е) пусть B⊥  – матрица, при которой матрица ( )T TB B⊥ невырож-

денна, тогда матрица

( )( ) ( )( )1 1 1

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0

n m n m n m n

B A

B B A

B B A

B

B A

B

⊥

⊥ ⊥

⊥ ⊥ − + − × − + −

⊥

⊥

⊥

 
 
 
 
 ∈
 
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯
ℝ

⋱ ⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⋯

имеет полный ранг по строкам [14, 15]; 
ж) собственные значения матрицы A + BF могут быть заданы произ-

вольным образом и непрерывно зависят от матрицы обратной связи F. 
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Динамическая система

( ) ( )x t Ax t=ɺ

называется устойчивой (асимптотически устойчивой), если все собствен-
ные значения матрицы A лежат в открытой левой полуплоскости: 
Re(λ) < 0. Такая матрица A также называется гурвицевой. 

Рассмотрим дуальные утверждения, касающиеся понятия наблюдаемо-
сти. Для наблюдаемой динамической системы, описываемой уравнениями

(1), (4), следующие утверждения являются эквивалентными [11 – 13]: 
а) ( , )C A управляемая пара; 

б) матрица

T T

0

( )
t

A A
oW t e C Ce dτ τ τ∫≜

положительно определена при t > 0; 
в) матрица наблюдаемости Калмана

2

1n

C

CA

CA

CA −

 
 
 
 
 
 
 
 

⋮

имеет ранг по столбцам; 
г) матрица

nA I

C

λ− 
 
 

имеет полный (строчный) ранг при всех λ ∈ℂ ;  
д) пусть λ и y − соответственно собственное значение и правый соб-

ственный вектор матрицы A, т.е. Ay = λy, тогда Cy≠ 0; 
е) пусть C⊥  – матрица, при которой матрица ( )CC⊥ невырожден-

на, тогда матрица
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( )( ) ( )( )1 1 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

n p n n p n p

AC C

AC C

AC C

AC C

⊥ ⊥

⊥ ⊥
− + − × − + −

⊥ ⊥

⊥ ⊥

 
 
 
 ∈
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯ ℝ

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋯

имеет полный ранг по столбцам [14, 15]; 
ж) собственные значения матрицы A + LC могут быть заданы произ-

вольным образом и непрерывно зависят от матрицы L. 
Реализации. Предположим, что динамическая система задана пра-

вильной (собственной или строго собственной) рациональной матрицей

G(s) от переменной s, т.е. 

( ) 0G j∞ = . (16) 

Тогда модель в пространстве состояний в форме  

( )
1

0 0

( ) 0 0 0

0 0

n

p p

mm

sI A B
A B

G s I C I D
C D

II

−
 − −  

     = = − −      
    

  

(17) 

называют реализацией системы. 
Реализация (17) считается минимальной, т.е. имеет минимальную

размерность в пространстве состояний, если и только если пара матриц

(A, B) – управляемая, а пара (C, A) – наблюдаемая [11 – 13]. 
Минимальная реализация SIMO-системы называется канонической

управляемой, если передаточная матрица [12] 

1 2
1 2 1 0

1 2
1 2 1 0

( ) , ,
n n

p pn
in n n

n

s s s
G s d d

s a s a s a s a

β β β β β
− −

−
− −

−

+ + + +
= + ∈ ∈

+ + + + +
⋯

ℝ ℝ
⋯

, 

в форме (17) задана системной матрицей вида

( )
A b

G s
C d

 
=   
 

, (18) 
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где

( )

1 2 1

1 2 1

1

1 0 0 0 0

, ,0 1 0 0 0

0

0 0 1 0 0

.

n n

n n

a a a a

A b

C β β β β

−

−

− − − −   
   
   
   = =
   
   
   
   

=

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯

Дуально, минимальная реализация MISO-системы называется кано-
нической наблюдаемой, если передаточная матрица [12] 

1 2
1 2 1 0

1 2
1 2 1 0

( )
n n

n
n n n

n

s s s
G s d

s a s a s a s a

α α α α− −
−

− −
−

+ + + +
= +

+ + + + +
⋯

⋯
, 

T T,m m
i dα ∈ ∈ℝ ℝ , 

в форме (17) задана системной матрицей вида

( )
A B

G s
c d

 
=   
 

, (19) 

где

1 1

2 2

1 1

1 0 0

0 1 0

, ,

0 0 0

0 0 0
n n

n n

a

a

A B

a

a

α
α

α
α

− −

−   
   −   
   = =
   

−   
   −   

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯

( )1 0 0 0 .C = ⋯

Для MIMO-систем канонических форм в пространстве состояний

типа (18), (19) не существует. Однако реализация передаточной матрицы

( )G s , например, блочного вида

1 2

3 4

( ) ( )
( )

( ) ( )

G s G s
G s

G s G s

 
=  
 
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может быть названа условно канонической (псевдоканонической), когда ее

системная матрица

1 1

2 2

3 3

4 2

1 2 1 2

3 4 3 4

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
( )

0 0 0 0

0 0

0 0

A B

A B

A B
G s

A B

C C D D

C C D D

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

составлена из матриц вида (18) и/или (19) [12]. 
Пусть G(s) передаточная матрица размера p × m записана в следую-

щем виде: 

1 2
( )

( ) , ( ) ( )( ) ( ),
( ) r i j

N s
G s a s s s s

a s
λ λ λ λ λ= = − − − ≠⋯ , 

тогда существует следующее представление G(s): 

1

( )
r

i

ii

W
G s D

s λ=
= +

−∑ . 

Предположим далее, что rank i iW k= , и пусть ik m
iB ×∈ℝ , 

ip k
iC ×∈ℝ − такие действительные матрицы, что i i iW C B= . 

Тогда реализацией Гильберта передаточной матрицы ( )G s является

системная матрица вида [11, 12] 

11 1

1

0

( )
0

r

k

r k r

r

I B

G s
I B

C C D

λ

λ

 
 
 =  
 
 
 

⋱ ⋮

⋯

, 

представляющая управляемую и наблюдаемую динамическую систему. 
Соединения систем. Предположим, что передаточные матрицы

1( )G s и 2( )G s описывают две динамические системы с минимальной

реализацией в пространстве состояний: 
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1 1 2 2
1 2

1 1 2 2
,

A B A B
G G

C D C D

   
= =      
   

. 

Тогда последовательное соединение систем с данными передаточными

матрицами может быть представлено в пространстве состояний следующим

образом [12]: 

1 1 2 2
1 2

1 1 2 2

1 1 2 1 2 2 2

2 2 1 2 1 1 2

1 1 2 1 2 1 2 1 1 2

0

0 .

A B A B
G G

C D C D

A B C B D A B

A B B C A B D

C D C D D D C C D D

  
⋅ = =    

  
   
   

= =   
   
   

Ясно при этом, что, например, 

( ) ( )

1 1 2 2
1 2

1 1 2 2

1
1 1 2 1 2

2 2

1 1 2 1 2

0
0 0

0 ' 0 ' 0 .

0 0

A B A B
G G

C D C D

A B C B D
sI

A B

I C D C I D D

I

I

−

  
⋅ = =  

  

    − −    
     
  = − −
    
  

 
 

Параллельное соединение G1(s) и G2(s) представляется следующим

образом [12]: 

( ) ( )

1 1
1 1 2 2

1 2 2 2
1 1 2 2

1 2 1 2

1
1 1

2 2

1 2 1 2

0
0

0
0

0 0
0 ' 0 ' 0 .

0 0

A B
A B A B

G G A B
C D C D

C C D D

A B
sI

A B

I C C I D D
I

I

−

 
     + = + =     
     + 

    − −    
     
  = − − −
    
  

 
 

≜
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Подчеркнем, что операции (⋅) и (+) по отношению к матрицам Ро-
зенброка должны пониматься в указанном выше смысле. 

Под транспозицией передаточной матрицы G(s) будем понимать

отображение

T T T 1 T T( ) ( ) ( )nG s G s B sI A C D−→ − = − +

или эквивалентно

( )

1T T
T T

T T
T T

0 0

0 ' 0 ' 0

0 0

nsI A B
A B A B

I C I D
C D C D

I I

−
 − −           → = − −                 

. 

Для динамических систем с параметрами из поля комплексных чи-
сел ℂ операция транспозиции выполняется следующим образом: 

* *

* *

A B A B

C D C D

  
 →       

. 

В дальнейшем будем пользоваться обозначениями

( ) 	** ( ) ( ) ( )G j G j G jω ω ω= = . 

Обратную матрицу 1( )G s− к передаточной матрице G(s) такую, что

1 1( ) ( ) ( ) ( )G s G s G s G s I− −= = , 

при условии, что матрица D обратимая, будем представлять в виде

1 1
1

1 1
( )

A BD C BD
G s

D C D

− −
−

− −

 − −
 = =
 
 

( )
11 1

1 1

0 0

0 0 0 .

0 0

n

p p

mm

sI A BD C BD

I D C I D

II

−− −

− −

 − − −      = −         
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Нули передачи и полюсы системы. Пусть передаточная матрица G(s) 
имеет размер (m× p), тогда ее нормальный ранг определяется как макси-
мально возможный ранг (максимально возможное число линейно независи-
мых столбцов и/или строк) при всех значениях переменной s∈ℂ  [18, 19]: 

max rank n

s

A sI B

C D∈

− 
 
 ℂ

. 

Полюсы и нули передаточной матрицы могут быть охарактеризова-
ны в пространстве состояний. 

Пусть G(s) имеет реализацию (17) с минимальным пространством
nx∈ℝ . Тогда собственные значения , 1,i i nλ = , матрицы A, или кратко

( )Aλ , называются полюсами реализации G(s). 

Для определения нулей G(s) рассмотрим следующую матрицу: 

nA sI B

C D

− 
 
 

. (20) 

Комплексное число 0z ∈ℂ называется нулем передачи (передаточ-

ным нулем) реализации системы, если [18, 19] 

0rank max rankn n

s

A z I B A sI B

C D C D∈

− −   
<   

   ℂ
. 

Передаточные нули не изменяются при действии обратной связи F, 
поскольку справедливо преобразование вида

0rank nA BF z I B

C DF D

+ − 
= + 

0 00
rank rank .nn n

m

IA z I B A z I B

F IC D C D

 − −    = =     
     

Передаточные нули также не изменяются при действии преобразо-
вания подобия. 

Предположим, что матрица (20) имеет полный столбцовый ранг, то-
гда комплексное число 0z ∈ℂ называется инвариантным нулем реализа-
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ции (A, B, C, D), если и только если существуют такие ненулевые векторы

0 nx≠ ∈ℂ и 0 mu≠ ∈ℂ , что [18, 19] 

0 0nA z I B x

C D u

−  
=  

  
. 

Более того, если 0u = , тогда комплексное число 0z ∈ℂ представля-

ет собой ненаблюдаемую моду. 
Предположим теперь, что матрица (20) имеет полный строчный

ранг, тогда комплексное число 0z ∈ℂ называется инвариантным нулем

реализации (A, B, C, D), если и только если существуют такие ненулевые

векторы 0 nx≠ ∈ℂ и 0 py≠ ∈ℂ , что [18, 19] 

( ) 0* * 0nA z I B
x y

C D

− 
= 

 
, 

при этом если y = 0, тогда комплексное число 0z ∈ℂ представляет собой

неуправляемую моду. 
Локализация (вложение) систем. Локализация (вложение) сис-

тем [2 – 10] возникла как следствие использования современных резуль-
татов алгебры частных [20] в задачах анализа и синтеза многосвязных

динамических систем. Ее суть заключается в эквивалентном преобразо-
вании записанной в произвольной форме системы матричных уравнений

решаемой задачи в некоторую универсальную форму, содержащую толь-
ко линейные и/или билинейные матричные уравнения. 

Локализация (вложение) систем предполагает последовательное вы-
полнение трех основных этапов.  

На первом этапе из исходных матричных уравнений, составляю-
щих модель исследуемой системы, конструируется проматрица ре-
шаемой задачи. 

Локализация скалярного образа. Пусть система задана проматри-
цей Ω(s) и пусть все элементы ее обобщенного входа U(s) получаются по

известному правилу α из одного сигнала u(s), а все сигналы Y(s) сворачи-
ваются по правилу β и образуют скалярный выход y(s). Это можно запи-
сать в виде совокупности уравнений
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( ) ( ) ( )s Y s U sΩ = , ( ) ( )U s u sα= , ( ) ( )y s Y sβ= . (21) 

Матрицы α и β представляют собой соответственно числовые или

полиномиальные вектор-столбец и вектор-строку и называются матрица-
ми локализации (вложения).  

Выберем скалярную систему с передаточной функцией f(s) такую, 
что ее реакция на сигнал u(s) равна y(s) в соответствии с уравнением

( ) ( ) ( ) ( )a s y s b s u s= . (22) 

В этом случае скалярная передаточная функция

( )
( )

( )

b s
f s

a s
= (23) 

называется скалярным образом системы (21). Из этого вытекает выражение

1 ( )
( ) ( ) ( )

( )

b s
s s s

a s
β α−Ω = , (24) 

именуемое тождеством скалярной локализации (вложения в скаляр-
ный образ).  

Уравнения (21), (22) можно записать в обобщенной матричной

форме: 
( ) 0 ( ) ( )

0 ( ) ( ) ( ) 0

1 ( ) 0 ( )

a s b s y s

s s Y s

s u s

α
β

−  
  Ω − =  
  −  

. (25) 

Матричное уравнение (25) имеет нетривиальное решение, если и

только если выполняется условие

( ) 0 ( )

: det 0 ( ) ( ) 0

1 ( ) 0

a s b s

s s s

s

α
β

− 
 ∀ ∈ Ω − = 
 − 

ℂ . (26) 

Матрица в (25) представляет собой конструкцию Малколмсона [21], 
а в (26) – условие локализации по Кону скалярного образа [20]. Для про-
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матрицы любого размера раскрытие определителя (26) приводит к экви-
валентным детерминантным соотношениям: 

( ) ( )
( )det ( )det ( ) 0

( ) 0

s s
a s b s s

s

α
β
Ω − 

− Ω = 
 

, (27) 

[ ] [ ]( )det ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) det ( ) 0a s s s s a s b s sα βΩ + − + Ω = . (28) 

Локализация произвольного образа. Пусть далее система задана

проматрицей Ω(s) размера N × N и пусть все элементы ее обобщенного

входа U(s) получаются по известному правилу α из r сигналов u(s), а все

элементы ее обобщенного выхода Y(s) сворачиваются по правилу β в m
сигналов y(s). Данные условия, как и прежде, можно записать в виде сис-
темы уравнений (21), где ненулевые матрицы α и β имеют размеры соот-
ветственно N × r, m × N при условии r, m ≤ N. 

Будем теперь считать, что задана (желаемая) динамическая система с

передаточной матрицей ω(s), а ее реакция на входной сигнал u(s) равна y(s): 

( ) ( ) ( )y s s u sω= . (29) 

В этом случае передаточная матрица

1( ) ( ) ( ) ( )s s s sω β α−= Ω (30) 

называется произвольным (матричным) образом системы. 
Записывая (21), (29) в блочно-матричной форме, получим

( ) ( ) ( )
0

( ) ( ) ( )

s s Y s

s s u s

α
β ω
Ω  

=  −  
. (31) 

Таким образом, для существования (31) необходимо и достаточно, 
чтобы матрица

( ) ( )

( ) ( )

s s

s s

α
β ω
Ω 
 
 

(32) 

была вырожденна для всех значений s. 
Это условие вырожденности обеспечивается существованием фак-

торизации матрицы (32), например, следующего вида [22]: 
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( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

s s s
s s

s s s

α
δ

β ω π
Ω Σ   

= Ξ      
   

, (33) 

где Σ(s), Ξ(s) − обратимые матрицы, а π(s), δ(s) − некоторые подходящие

(вспомогательные) матрицы. 
Факторизация (33) называется условием локализации по Кону про-

извольного образа [20, 22]. 
Формирование тождеств локализации (24), (30) составляет второй

этап рассматриваемого подхода. Эти тождества формализуют цели ре-
шаемой задачи. Принципиальным является тот факт, что любая переда-
точная функция или матрица, которая может быть задана в качестве же-
лаемой, содержится в явном виде в реверсивной проматрице, т.е. обрат-
ной к проматрице. В этом смысле характерным примером локализации

(вложения) является равенство (15). 
Третий этап локализации направлен на разрешение тождеств ти-

па (24), (30) относительно заданного образа. Если явное разрешение не-
возможно, то тождество локализации преобразуется к детерминантным

тождествам, либо линейным или билинейным матричным уравнениям

относительно этих искомых матриц.  
Таким образом, локализация системы может быть истолкована раз-

личным образом и с различных позиций.  
Теоретическая и практическая значимость результатов по локализа-

ции систем состоит в следующем:  
− что и как в многомерной и многосвязной системе влияет на общие

свойства системы (задача анализа); 
− что и как нужно изменить в многомерной и многосвязной системе, 

чтобы в результате система в целом приобрела некоторые заранее задан-
ные свойства (первая фаза задачи синтеза – построение представителя

множества эквивалентных решений); 
− что и как можно менять в многомерной и многосвязной систе-

ме при непременном сохранении всех общих свойств системы (вто-
рая фаза задачи синтеза – построение всего множества эквивалент-
ных решений). 

Нормируемые пространства. Гильбертово пространство. Опре-
делим скалярное произведение векторов, определенных в евклидовом

пространстве n
ℂ , как операцию вида [12, 17] 
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1 1
*

1

, , ,
n

n
i i

i
n n

x y

x y x y x y x y

x y=

   
   = = ∀ = = ∈   
   
   

∑ ⋮ ⋮ ℂ . (34) 

Из (34) можно определить длину (норму) вектора nx∈ℂ

( )
1

2, ,x x x x x=≜

и угол между векторами , nx y∈ℂ

,
cos ( , ) , ( , ) [0, ]

x y
x y x y

x y
π∠ = ∠ ∈

⋅
. 

Будем говорить, что два вектора ортогональны x y⊥ , если

( , ) , 0
2

x y x y
π∠ = ⇔ = . 

Расстояние между двумя векторами может быть определено в виде

нормы

( , )d x y x y= − . 

Рассмотрим обобщение внутреннего произведения векторов в ком-

плексном пространстве n
ℂ на произвольное, возможно бесконечномер-

ное, векторное пространство. Пусть V – векторное пространство, задан-
ное над ℂ . Скалярным произведением векторов в V будем называть ком-
плексную функцию

, :V V⋅ ⋅ × →ℂ , 

такую, что для любых векторов , ,x y z V∈ и скаляров ,α β ∈ℂ выпол-

няются следующие условия: 
1. , , ,x y z x y x zα β α β+ = + ; 

2. , ,x y y x= ; 

3. , 0x y > , если 0x ≠ ; 

4. , 0x y x y= ⇔ ⊥ . 
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Будем говорить, что вектор x ортогонален к подпространству

S V⊂ , если
x y y S⊥ ∀ ∈ . 

Скалярное произведение на V обладает следующими важными

свойствами: 

5. ,x y x y≤ ⋅  (неравенство Коши-Шварца); 

6.
2 2 2 2

2 2x y x y x y+ + − = +  (свойство параллелограмма); 

7.
2 2 2

x y x y+ = + , если x y⊥ . 

Векторное пространство, в котором выполняются приведенные вы-
ше условия, называется гильбертовым пространством. Очевидно, что

комплексное векторное пространство n
ℂ является конечномерным гиль-

бертовым пространством. Пространство комплексных матриц n m×
ℂ с

произведением

*

1 1

, tr ,
n m

n m
ij ij

i j

A B A B a b A B ×

= =
= ∀ ∈∑∑≜ ℂ , 

также относится к гильбертовым конечномерным пространствам. 
Хорошо известным бесконечномерным гильбертовым пространст-

вом является пространство L2[a, b] всех интегрируемых с квадратом и

измеримых по Лебегу функций, определенных на интервале [a, b], и с

внешним произведением вида

*
2, ( ) ( ) , , [ , ]

b

a

f g f t g t dt f g L a b∈∫≜ . 

Если рассматриваемые функции являются векторными или матрич-
ными функциями, то существует интеграл

( )*, tr ( ) ( )
b

a

f g f t g t dt∫≜ . (35) 

Далее будут использоваться пространства 2[0, )L ∞ , 2( , 0]L −∞ , 

2( , )L −∞ ∞ . Так, в случае 2 2( , )L L= −∞ ∞ интеграл (35) принимает вид
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( )*, tr ( ) ( )f g f t g t dt
∞

−∞
∫≜ . 

При этом 2 2[0, )L L+ = ∞ − подпространство в 2( , )L −∞ ∞ с нулями

функции при 0t < ; 2 2( , 0]L L− = −∞ − подпространство в 2( , )L −∞ ∞
с нулями функции при 0t > . 

Сигнал 2( )x t L∈ может быть интерпретирован как сигнал с ограни-

ченной энергией.  
Пространства Харди. Пусть далее S ⊂ ℂ − открытое множество и

пусть комплексная функция f(s) определена на S [12]: 

( ) :f s S→ℂ . 

Будем говорить, что f(s) аналитична в точке z0, если она дифферен-
цируема в z0 и некоторой ее окрестности. Из этого следует дифференци-
руемость всех старших порядков f(s) в z0. 

Пространством L2(j ) или просто гильбертовым пространством мат-
ричных функций, определенных на j , называется множество, состоящее

из всех комплексных матриц F, для которых выполняется неравенство

( )*tr ( ) ( ) 0F j F j dω ω ω
∞

−∞

<∫ . 

Другими словами, пространство L2(j ) состоит из интегрируемых с

квадратом и ограниченных на ( , )−∞ ∞ функций. 

Произведение матричных функций ,F G для гильбертова про-

странства определяется как

( )*1
, tr ( ) ( ) 0

2
F G F j G j dω ω ω

π

∞

−∞

= <∫ . (36) 

Для 2, ( )F G L j∈ ℝ  (36) индуцирует норму

2
,F F F≜ . 

Пространство Харди H2 есть замкнутое подпространство в L2(j ) 
матричных функций F(s), интегрируемых с квадратом на мнимой оси и
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аналитическим продолжением в правую полуплоскость при Re(s) > 0. 
Соответствующая норма определяется как

( )2 *
2

0

1
sup tr ( ) ( )

2
F F j F j d

σ
σ ω σ ω ω

π

∞

> −∞

  = + + 
  

∫ . (37) 

Можно показать, что

( )2 *
2

1
tr ( ) ( )

2
F F j F j dω ω ω

π

∞

−∞

= ∫ . 

Таким образом, норма в пространстве H2 может быть вычислена так

же, как это делается в L2.  

Пространство Харди 2H ⊥ есть ортогональное к H2 замкнутое под-

пространство функций в L2(j ), интегрируемых с квадратом на мнимой

оси и аналитическим продолжением в левую полуплоскость при

Re(s) < 0. Если 2G H∈ , тогда 2G H⊥∈
⌣

. 

Справедливы следующие отношения изоморфности (отношения

Парсеваля): 
- L2(−∞, ∞) ≅ L2(j ); 
- L2[0, ∞) ≅ H2; 

- 2 2( ,0]L H ⊥−∞ ≅ . 

В результате, если некоторая функция g(t) ∈ L2(−∞, ∞) и ее преобра-
зование Лапласа G(s) ∈ L2(j ), тогда

2 2
G g= . 

Это ключевое отношение, позволяющее ассоциировать норму функ-
ции во временной области с нормой в частотной области. Обобщая ска-
занное, можно привести следующую коммутативную диаграмму [12]: 

прямоепреобразованиеЛапласа

2 2
обратноепреобразованиеЛапласа

прямоепреобразованиеЛапласа

2 2
обратноепреобразованиеЛапласа

2

[0, )

( , ) ( )

(

L H

P P
L L j

P P
L

+ +

− −

→∞ ←
↑ ↑

→−∞ ∞ ←
↓ ↓
−∞

ℝ

прямоепреобразованиеЛапласа

2
обратноепреобразованиеЛапласа

,0] H ⊥→←
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Здесь отображение

2 2: ( , ) [0, )P L L+ −∞ ∞ → ∞

такое, что для каждой функции f(t) ∈ L2(−∞, ∞) имеем

( ) ( )g t P f t+= , 
где

( ), 0,
( )

0, 0.

f t t
g t

t

≥
=  <

Пространство L∞(j ), или просто L∞, является банаховым простран-
ством матричных функций с нормой

( )ess sup ( )F F j
ω

σ ω∞
∈ℝ

≜ , 

где ( )( )F jσ ω − максимальное сингулярное значение матрицы F(jω). 

Сигналы из пространства L∞ являются сигналами с ограниченной
амплитудой. 

Пространство H∞ является замкнутым в L∞ подпространством огра-
ниченных функций с аналитическим продолжением в правую полуплос-
кость. Норма на H∞ задается выражением

( ) ( )
Re( ) 0
sup ( ) sup ( )

s
F F s F j

ω
σ σ ω∞

> ∈
=

ℝ

≜ . 

Пространство H −
∞ является замкнутым подпространством в L∞ огра-

ниченных функций с аналитическим продолжением в левую полуплос-

кость. Норма на H −
∞ определяется как

( ) ( )
Re( ) 0
sup ( ) sup ( )

s
F F s F j

ω
σ σ ω∞

< ∈
=

ℝ

≜ . 

Вычисление норм в L2 и H2. Пусть G(s) ∈ L2, тогда, согласно (35), 

( )

( )

*
2

*
2

1
tr ( ) ( )

2

( ) tr ( ) ( ) .

G G j G j d

g t g t g t dt

ω ω ω
π

∞

−∞
∞

−∞

=

= =

∫

∫

≜
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С другой стороны, при самых общих предположениях, в соответствии с (36), 

( )
	( )

2 *
2

1
tr ( ) ( )

2

1
tr ( ) ( ) .

2

G G j G j d

G s G s ds
j

ω ω ω
π

π

∞

−∞

= =

=

∫

∫�
Пусть

( )
1

0 0

( ) 0 0 0

0 0

n

p p

mm

sI A B
A B

G s I C I D
C D

II

−
 − −  

     = = − −      
    

  

(38) 

и A – гурвицева матрица, тогда

( ) ( )2 * *
2

tr trG B QB CPC= = , (39) 

где P и Q − соответственно грамианы управляемости и наблюдаемости

[11], т.е. решения следующих матричных уравнений Ляпунова: 

* * 0AP PA BB+ + = , (40) 
* * 0A Q QA C C+ + = . (41) 

Таким образом, можно утверждать, что если выполняется (38), то выпол-
няется и следующее равенство: 

( ) ( ) ( )
21

* *

2

0 0

0 0 0 tr tr

0 0

n

p p

mm

sI A B

I C I D B QB CPC

II

−
 − −  
   − − = =   

  
  

. 

В практических приложениях норма H2 используется для сигналов с

ограниченным спектром.  
Для вычисления нормы 2( )G s L∈ℝ , т.е. нормы передаточной матри-

цы с действительными коэффициентами, используется следующий под-
ход. Пусть

[ ] [ ]( ) ( ) ( )G s G s G s+ −= + , 
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где 2G H+ ∈ℝ , 2G H⊥
− ∈ℝ , тогда

[ ] [ ]2 22

2 2 2
( ) ( ) ( )G s G s G s+ −= + . 

При этом

[ ]
2

( )G s +

и

[ ] [ ] [ ]�
2 2 2

( ) ( ) ( )G s G s G s− + −= − =

могут быть вычислены на основе (39) – (41). 
В практических приложениях норма H2 используется для сигналов с

ограниченным спектром. 
Вычисление норм в L∞∞∞∞ и H∞∞∞∞. Пусть ( )G s L∞∈ℝ и

( )sup ( )G G j
ω

σ ω∞
∈ℝ

≜ . 

Для некоторого 0γ > и

( )
A B

G s L
C D ∞
 

= ∈  
 

ℝ

норма  
G γ∞ <

тогда и только тогда, когда гамильтониан

( ) ( )
1 * 1 *

* 1 * 1 *
n

A BR D C BR D C

C I DR D C A BR D C

− −

− −

 +
 Γ
 − + − +
 

≜

2 *
nR I D Dγ= − , 

не имеет собственных значений на мнимой оси. 
Следующие условия оказываются эквивалентными: 
1) ( )G jω γ∞ < ; 

2) ( )Dσ γ< и Г не имеет собственных значений на мнимой оси; 

3) ( )Dσ γ< и Г dom( )Ric∈ ; 
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4) ( )Dσ γ< , Г dom( )Ric∈ и (Г) 0Ric > , если пара матриц (C, A) на-

блюдаема. 
Для численного определения F ∞ выбирают некоторое положи-

тельное число γ, вычисляют собственные значения гамильтоновой мат-
рицы Г и определяют, выполняется ли неравенство F γ∞ < . Затем

уменьшают или увеличивают γ до тех пор, пока не будет достигнута же-
лаемая точность. 

Норма Харди H∞ применяется к сигналам с ограниченной мощностью. 
Алгебраическое уравнение Ляпунова. Способ проверки систе-

мы (1) на устойчивость, управляемость и наблюдаемость непосредствен-
но вытекает из общей теории функций Ляпунова, а точнее, из теории ал-
гебраических уравнений Ляпунова. Рассмотрим следующее алгебраиче-
ское уравнение Ляпунова (АУЛ): 

* 0A Q QA H+ + = , (42) 

где Q, H − заданные действительные матрицы. 
Известно, что уравнение (42) имеет единственное решение, если

и только если собственные значения матрицы A удовлетворяют не-
равенству

*( ) ( ) 0, ,i jA A i jλ λ+ ≠ ∀ . 

Предположим, что матрица A устойчива, тогда: 

1)
*

0

A t AtQ e He dt
∞

= ∫ ; 

2) 0Q > , если 0H > , и 0Q ≥ , если 0H ≥ ; 

3) 0H ≥ и ( , )H A является наблюдаемой парой, если и только

если Q > 0. 
Далее, если Q – решение уравнения (42), тогда справедливы сле-

дующие утверждения: 
4) Re ( ) 0i Aλ ≤ , если 0Q > и 0H ≥ ; 

5)матрица A устойчива, если Q > 0 и H > 0; 
6)матрица A устойчива, если Q ≥ 0, H ≥ 0 и пара (H,  A) детек-

тируемая. 



Локализация динамических систем. Основы теории

359 

Сбалансированная реализация. Пусть

( )
A B

G s
C D

 
=   
 

не обязательно устойчивая реализация передаточной матрицы G(s). 
Предположим, что существует симметрическая матрица

* ' 0

0 0

P
P P

 
= =  

 

с невырожденной блок-матрицей P′ такая, что

* * 0AP PA BB+ + = . 

Пусть также G(s) имеет реализацию

11 12 1

21 22 2

1 2

A A B

A A B

C C D

 
 
 
 
 

. 

Тогда

11 1

1

A B

C D

 
  
 

также является реализацией G(s). Более того, пара матриц (A11, B1) явля-
ется управляемой, если A1 − устойчивая. 

Дуально можно высказать следующее утверждение. Предположим, 
что существует симметрическая матрица

* ' 0

0 0

Q
Q Q

 
= =  

 

с невырожденным блоком Q′, удовлетворяющая уравнению

* * 0A Q QA C C+ + = . 
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Тогда  

11 1

1

A B

C D

 
  
 

также является реализацией G(s). Кроме того, пара (C1, A11) является на-
блюдаемой, если, как и прежде, матрица A1 устойчива. 

Пусть далее грамиан управляемости P ≥ 0. Выполняя диагонализа-
цию (факторизацию) P в форме

( ) ( )*1 2 1 2

' 0
, ' 0

0 0
P U U U U

Λ 
= Λ > 

 
, 

( )( )*
1 2 1 2U U U U I= , 

можно получить управляемую реализацию G(s) вида

* *
1 1 1

1

U AU U B

CU D

 
 
 
 

. 

Дуально, пусть грамиан наблюдаемости Q ≥ 0 и справедлива сле-
дующая факторизация Q: 

* *
1 1 1 1

2 2 2 2

' 0
, ' 0,

0 0

V V V V
Q I

V V V V

Λ       
= Λ > =       

       
. 

Тогда наблюдаемая реализация ( )G s имеет вид

*
1 1 1

*
1

V AV V B

CV D

 
 
 
 

. 

Минимальная реализация (т.е. управляемая и наблюдаемая) линей-
ной системы называется сбалансированной, если решения алгебраиче-
ских уравнений (40), (41) совпадают: P = Q. 

Вычисление сбалансированной реализации связано со следующей

процедурой: 
a) вычисляются грамианы управляемости и наблюдаемости P > 0, Q > 0; 

б) ищется разложение грамиана управляемости P в виде *P R R= ; 
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в) диагонализируется произведение * 2 *RQR U U= Σ ; 

г) задается
1

1 * 2T R U
−− = Σ , тогда * * 1 1( )TPT T QT− −= = Σ и реализация

1

1

TAT TB

CT D

−

−

 
 
 
 

является сбалансированной. 

Предположим, что ( )
A B

G s H
C D ∞
 

= ∈  
 

ℝ  − сбалансированная реа-

лизация такая, что

( )1 21 2diag , , ,
Ns s N sI I Iσ σ σΣ = … , 

σ1 > σ2 >⋅⋅⋅> σN ≥ 0 − упорядоченные сингулярные числа и

* * * *0, 0A A BB A A C CΣ + Σ + = Σ + Σ + = . 

Тогда справедливы следующие неравенства, носящие фундаменталь-
ный характер: 

1
10

( ) 2
N

i
i

G g t dtσ σ
∞

∞
=

≤ ≤ ≤ ∑∫ . 

Алгебраическое уравнение Риккати. Пусть A, Q и R – действи-
тельные n × n матрицы, при этом Q, R − симметрические. Тогда алгеб-
раическим уравнением Риккати (АУР) называется следующее матричное

уравнение: 

* 0A X XA XRX H+ + + = . (43) 

АУР (43) может быть ассоциировано с 2n × 2n гамильтоновой матрицей

*

A R

H A

 
Γ   − − 
≜ . (44) 
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Известно [12, 13], что спектр матрицы Γ располагается симметрично

относительно мнимой оси. Действительно, если ввести в рассмотрение

кососимметрическую матрицу

0

0

I
J

I

− 
=  
 

с очевидным свойством

2J J= − , 

тогда оказывается, что

1 *J J J J− Γ = − Γ = −Γ

и матрицы Γ и −Г* − унитарно подобные [17]. Из этого следует, что ком-
плексное число λ является собственным значением гамильтоновой мат-
рицы Γ, если и только если собственным значением гамильтоновой мат-
рицы является число −λ*. 

Оператор Риккати. Предположим, что Γ не имеет собственных

значений на мнимой оси. Тогда имеется ровно n собственных значе-
ний с Re(λi) < 0 и ровно n собственных значений с Re(λi) > 0. Сформи-
руем два n-мерных подпространства X−(Г) и X+(Г), соответствующих

собственным значениям в Re(λi) < 0 и Re(λi) > 0. Известно, что эти

подпространства являются инвариантными (точнее, Γ-инвариантными), 
тогда, например, подпространство X−(Г) может быть представлено

в следующем виде: 

1

2

( ) Im
X

X
X−

 
Γ =  

 
, 

где Х1, Х2 ∈ n×n − базисные векторы, записанные в виде матрицы, линей-
ной оболочкой которых является X−(Г). В соответствии с теоремой Шура

об унитарной триангуляризации, имеет место равенство

1 1

2 2

, Re ( ) 0i

X X
T T i

X X
λ   

Γ = < ∀   
   

. 
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Если матрица X1 невырожденна, т.е. базис по строкам и столбцам

является полным, или, что то же самое, если следующие два подпрост-
ранства: 

1

2

( ), Im
X

X
X−

 
Γ  

 
, (45) 

являются взаимно дополняющими, то можно положить

1
2 1X X X−= . 

В этом случае матрица X единственным образом определяется мат-
рицей Γ и XΓ →  − оператор Риккати, который обозначается через Ric . 
При этом имеет место равенство

( )X Ric= Γ . 

Область определения оператора Риккати обозначается через

dom( )Ric и состоит из всех гамильтоновых матриц, обладающих сле-

дующими двумя свойствами: 
−матрица Γ не имеет собственных значений на мнимой оси; 
− подпространства (45) являются взаимно дополняющими. 
Оператор Риккати действует на множестве 2n × 2n действительных

матриц
2 2: dom( ) n n n nRic Ric × ×⊂ →ℝ ℝ , 

каждая из которых имеет симметричный относительно мнимой оси

спектр и является невырожденной: 

*
det 0

A R

H A

 
≠  − − 

. 

Эти свойства оператора Риккати определяются как устойчивость и

дополняемость. 
Свойства оператора Риккати. Пусть Γ не имеет собственных зна-

чений на мнимой оси, пусть также симметрическая матрица положитель-
но R ≥ 0 или отрицательно R ≤ 0 полуопределена, пара (A, R) стабилизи-
руема. Тогда
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dom( )RicΓ ∈ . 

Пусть dom( )RicΓ ∈ и ( )X Ric∈ Γ , тогда: 

1) X − эрмитова матрица; 
2) X удовлетворяет АУР (43); 
3) А + RX− гурвицева матрица. 
Допустим, что гамильтонова матрица имеет вид

*

* *

A BB

C C A

 −
Γ =  

 − − 
, 

а пара матриц (A, B) стабилизируема и

rank nA j I
n

C

ω
ω

− 
= ∀ 

 
. 

Тогда

dom( ) , ( ) 0Ric m X RicΓ ∈ ∈ Γ ≥ , 

и

Ker( )X χ∈ , 

где χ − устойчивое ненаблюдаемое подпространство. Последнее означа-
ет, что матрица X имеет собственные значения в начале комплексной

плоскости и гамильтонова матрица теряет свойство обратимости: 

*
det 0

A R

H A

 
=  − − 

. 

Связь операторов сжатия и Риккати. Определим гамильтонову

матрицу, соответствующую реализации

( )
A B

G s
C D

 
=   
 

, 

в виде

1 * 1 *

* 1 * 1 *( ) ( )n

A BR D C BR D C

C I DR D C A BR D C

− −

− −

 +
Γ =  

 − + − + 
, (46) 
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*
nR I D D= − . 

Имеет место следующий результат. Пусть максимальное сингуляр-
ное значение матрицы D ( ) 1Dσ < , тогда следующие условия являются

эквивалентными [12]: 
1) ( ) 1G jω ∞ <  (G − оператор сжатия); 

2)Γ не имеет собственных значений на мнимой оси; 
3) dom( )RicΓ ∈ ; 

4) dom( )RicΓ ∈ и ( ) 0Ric Γ ≥  ( ( ) 0Ric Γ > , если пара ( , )A R управ-

ляемая). 
Поясним приведенный результат в отношении первых двух условий. 

Рассмотрим следующее соединение систем: 

*I G G− . 

Ему можно сопоставить системную матрицу

( )* T T T

T T T

0

( )

n

A B

I G G s C C A C D

D C B I D D

 −
 
 − = − −
 
 − 

. (47) 

Из этого непосредственно следует система дифференциальных уравнений

1 1
T T T

2 2

0
( )

A Bx x
u t

x xC C A C D

−      
= +         − −      

ɺ

ɺ
, 

( ) ( )1T T T

2

( ) ( )n

x
y t D C B I D D u t

x

 
= + − 

 
. 

Гамильтонова матрица из (47) 

T T

0A

C C A

 
  − − 

является так называемой A-матрицей для передаточной матрицы
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( ) 1* ( )I G G s
−

− , 

т.е. занимает то же место в формуле обращения, что и матрица A в фор-
муле (2). Таким образом, реализация (47) не имеет неуправляемых и не-
наблюдаемых мод на мнимой оси тогда и только тогда, когда

( ) 1* ( )I G G s
−

− не имеет полюсов на мнимой оси, т.е. 

( ) 1* ( )I G G s L
−

∞− ∈ℝ . 

Для доказательства эквивалентности первых двух условий доста-
точно доказать, что

( ) 1*( ) 1 ( )G j I G G s Lω
−

∞∞ < ⇔ − ∈ℝ . 

Если ( ) 1G jω ∞ < , следовательно, * ( ) ( ) 0I G j G jω ω− > и, значит, 

( ) 1* ( )I G G s L
−

∞− ∈ℝ . Если ( ) 1G jω ∞ ≥ , следовательно, [ ( )] 1G jσ ω =

для некоторого значения ω и 1 – собственное значение эрмитовой матри-

цы * ( ) ( )G j G jω ω , т.е. 

( )*det 0I G G− = , 

и *I G G−  − сингулярна, что и доказывает эквивалентность первых

двух условий. 
Стабилизирующие решения. Следующий результат непосредст-

венно связан с проблемой H∞ [12]. 
Пусть γ > 0, 

( )
A B

G s H
C D ∞
 

= ∈ 
 

ℝ

и
1 * 1 *

* 1 * 1 *( ) ( )n

A BR D C BR D C

C I DR D C A BR D C

− −

− −

 +
Γ =   − + − + 

, 
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2 *
nR I D Dγ= − , 

тогда, наряду с уже приведенными условиями, следующие условия эк-
вивалентны: 

1) ( )G jω γ∞ < ; 

2) ( )Dσ γ< и Г не имеет собственных значений на мнимой оси; 

3) ( )Dσ γ< и Г dom( )Ric∈ ; 

4) ( )Dσ γ< , Г dom( )Ric∈ и (Г) 0Ric > , если пара матриц ( , )C A

наблюдаема; 
5) ( )Dσ γ< , если существует 0X ≥ такое, что

1 * 1 * * 1 * * 1 *( ) ( ) ( ) 0X A BR D C A BR D C X XBR B X C I DR D C− − − −+ + + + + + =

и матрица

1 * 1 *A BR D C BR B X− −+ +

не имеет собственных значений на мнимой оси; 
6) ( )Dσ γ< , если существует 0X > такое, что

1 * 1 * * 1 * * 1 *( ) ( ) ( ) 0X A BR D C A BR D C X XBR B X C I DR D C− − − −+ + + + + + < ; 

7)существует 0X > такое, что

* *

* * 0

XA A X XB C

B X I D

C D I

γ
γ

 +
 
 − <
 − 
 

. 

Предположим теперь, что задана матрица Γ в форме

*

* *

A BB

C C A

 −
Γ =  

 − − 
. 

Тогда

dom( )RicΓ ∈ , 
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если и только если пара матриц (A, B) стабилизируема и (C, A) не имеет

ненаблюдаемых мод на мнимой оси. Более того,  

( ) 0, Ker( ) 0X Ric X= Γ ≥ = , 

если (C, A) не имеет устойчивых ненаблюдаемых мод. 
В предположении, что пара (A, B) − стабилизируемая, а пара

(C, A) − детектируемая, АУР

* * * 0A X XA XBB X C C+ − + =

имеет единственное положительно определенное решение. Более того, 
это решение является стабилизирующим. 

Если матрица D имеет полный столбцовый ранг и * 0R D D= > , то-
гда следующие утверждения эквивалентны: 

1)матрица

nA j I B

C D

ω− 
 
 

имеет полный столбцовый ранг для любых ω ; 
2)пара матриц

( )( )1 * 1 *,nI DR D A BR D C− −− −

не имеет ненаблюдаемых мод на мнимой оси. 
Унитарные функции. Прямоугольная матричная функция N назы-

вается унитарно обратимой слева, если N H∞∈ℝ и N̂N I= . Прямо-

угольная матричная функция N называется унитарно обратимой слева, 

если N H∞∈ℝ и ˆNN I= . Квадратная матричная функция N называется

пассивной, если N L∞∈ℝ , N̂N I= и, следовательно, ˆNN I= . 

Предположим, что

( )
A B

N s H
C D ∞
 

= ∈ 
 

ℝ (48) 

и
* * 0A X XA C C+ + = . 
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Тогда справедливы следующие импликации: 

1) * * *ˆ0D C B X NN D D+ = ⇒ = ; 

2)если пара ( , )A B − управляемая и *N̂N D D= * * 0D C B X⇒ + = . 

Если реализация (48) устойчивая и минимальная и X есть грамиан

наблюдаемости, тогда N унитарно обратимая слева, если и только если: 
3)D*C + B*X = 0; 
4)D*D = I. 
Наконец определим ортогональное дополнение N⊥ матричной функ-

ции N. Если выполняется тождество

CX X C+ = , 

где X+ − псевдообратная по Муру-Пенроузу матрица при X ≥ 0 (X+ = X−1

при X > 0), тогда N⊥ имеет реализацию

*A X C D
N

C D

+
⊥

⊥
⊥

 −=   
 

. 

Здесь D⊥ − ортогональное дополнение D, при котором матрица (D    D⊥) − 
квадратная и обратимая. 

Локализация систем в форме неравенств. Введем формально сле-
дующее неравенство: 

1( ) ( ) ( ) ( )s s s sβ α ω−
ΘΘ

Ω ≤ , (49) 

где

( )
0 0

, 0 , 0 0

0 0

n

p p

mm

sI A B

C I D I

II

α β
 − −  
   Ω = − − = =   

  
  

; (50) 

ˆ ˆ
( )

ˆ ˆ

A B
s

C D
ω

 
 =
 
 

; (51) 

символ  ·Θ обозначает признак (критерий), по которому происходит

сравнение.  
Отметим, что матрицы (49) могут отличаться от приведенных

в формулах (50) и (51). Например, вместо проматрицы  
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0

0 0

n

p

m

sI A B

C I D

I

 − −
 

Ω = − − 
 
 

может быть использована проматрица

0

0 0

n

p

m

sI A BF B

C I D

I

 − − −
 

Ω = − − 
 
 

, (52) 

где явно указано влияние обратной связи u = BFx, или любая другая про-
матрица из [2, 4, 7] и т.д.  

Неравенство (49) может быть истолковано в зависимости от введен-
ного признака Θ. Так, если Θ = H∞ и

1( ) ( ) ( ) , ( )s s s L s Lβ α ω−
∞ ∞Ω ∈ ∈ℝ ℝ , 

то неравенство

1( ) ( ) ( ) ( )
HH

s s s sβ α ω
∞∞

−Ω ≤ (53) 

означает, что

1β α ω−
∞∞

Ω ≤ , 

при этом  

1
1 ˆ,β α γ ω γ−

∞∞
Ω < < . 

Здесь

( ) ( )
1 * 1 *

* 1 * 1 *
n

A BR D C BR D C

C I DR D C A BR D C

− −

− −

 +
 Γ =
 − + − +
 

,  

2 *
nR I D Dγ= − , 
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( ) ( )
1 * 1 *

* 1 * 1 *

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
n

A BR D C BR D C

C I DR D C A BR D C

− −

− −

 +
 Γ =
 − + − +
 

, 2 *ˆ ˆ ˆˆ nR I D Dγ= − . 

Если рассматривается неравенство (Θ = H2) 

22

1( ) ( ) ( ) ( )
HH

s s s sβ α ω−Ω ≤ (54) 

и матрицы A и Â соответственно в (50) и (51) – гурвицевы, тогда

1
22

β α ω−Ω ≤ , (55) 

где

( ) ( )21 * *

2
tr trB QB CPCβ α−Ω = = , (56) 

( ) ( )2 * *
2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆtr trω = =B QB CPC . (57) 

В (56) P и Q − решения АУЛ

* * 0AP PA BB+ + = , 
* * 0A Q QA C C+ + = , 

а P̂ и Q̂ в (57) – решения АУЛ

* *ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 0AP PA BB+ + = , 
* *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0A Q QA C C+ + = . 

Очевидно, что неравенство (49) при

( )
A B

s
C D

ω
 

=   
 

и любых Θ превращается в строгое равенство, поскольку, согласно
(15), тривиально выполняется условие локализации по Кону произ-
вольного образа (33). 
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Из предыдущего ясно, что в (49) не обязательно должны совпадать

внутренние и внешние размерности матриц β Ω−1α и ω. Более того, вве-
денное неравенство может быть истолковано гораздо шире. 

Пусть K  – поле скаляров. Рассмотрим поле рациональных функ-
ций ( )sK от переменной s над полем K . Элементы этого поля будем

соотносить с передаточными функциями. Обозначим через [ ]sK коль-

цо полиномов от переменной λ, лежащее в поле ( )sK . Будем рассмат-

ривать подкольца O поля ( )sK , в определенном смысле обобщающие

кольцо [ ]sK  [23, 24]. 

Примерами колец, которые здесь имеются в виду, служат: 
− кольцо устойчивых (stable) передаточных функций из ( )sℂ

( )
Re( ) 0, если ( ) 0

( )

  = < = 
  

stab
b s

s a s
a s

O ; (58) 

− кольцо собственных (proper) передаточных функций из ( )sℂ

( )
deg ( ) deg ( )

( )

  = ≥ 
  

pr
b s

a s b s
a s

O ; (59) 

− кольцо строго собственных (strictly proper) передаточных функ-
ций из ( )sℂ

( )
deg ( ) deg ( )

( )

  = = 
  

str
b s

b s a s
a s

O ; (60) 

− кольцо несобственных (improper) или некаузальных передаточных

функций из ( )sℂ

( )
deg ( ) deg ( )

( )
λ

  = < 
  

imp
b s

a s b
a s

O . (61) 

Сосредоточим внимание на подкольцах O в ( )sK , содержащих поле

K и таких, что каждая рациональная функция из ( )sK является отноше-

нием элементов из O . Эти кольца единообразно описываются в терминах
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нормирований поля ( )sK . В комплексном случае нормирование поля ( )sℂ

соответствует точкам римановой сферы, т.е. всем комплексным числам и

одной бесконечно удаленной точке. Нормирование, соответствующее

точке, определяет нули и полюсы рациональной функции в этой точке. 
Формулы (59) – (61) задают нормирование поля ( )sℂ  «в бесконечности». 

Кольца нормирования можно рассматривать как атомы, из которых мож-
но строить более сложные кольца передаточных функций. 

Для произвольного поля K множество всех нормирований поля

( )sK описывается сложнее, но все-таки может быть указано явно. Нор-

мирование «в бесконечности» определяется точно так же, как в ком-
плексном случае, а именно: 

( )
ord deg ( ) deg ( )

( )

b s
a s b s

a s∞
 

= − 
 

1 (62) 

для любой рациональной передаточной функции

( )
( )

( )

b s
G s

a s
= , (63) 

где a(s) и b(s) – полиномы из [ ]sK . 

Рассмотрим теперь неравенство (49) в виде

1
ordord

( )
( ) ( ) ( ) ( ) , ( )

( )

b s
s s s s s

a s
β α ω ω

∞∞

−Ω ≤ = . (64) 

Согласно (62) и условию локализации по Кону скалярного образа (27), 
получаем

( ) ( )
deg det ( ) deg det deg ( ) deg ( )

( ) 0

s s
s a s b s

s

α
β
Ω − 

Ω − ≤ − 
 

, 

т.е. при нормировании «на бесконечности» рациональная функция  

1( ) ( ) ( )s s sβ α−Ω (65) 

                                                          
1 Ord – порядковое значение. 
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имеет порядковое значение, меньшее или равное порядковому значению

рациональной функции ω(s). 
«Конечные» нормирования находятся во взаимно однозначном от-

ношении с неприводимыми полиномами из [ ]sK . Если q(s) – неприводи-

мый полином, то соответствующее ему нормирование определяется сле-
дующим образом. 

Разложим рациональную функцию (63) из ( )sK на множители

'( )
( ) ( )

'( )
n b s

G s q s
a s

= , (66) 

где n∈ℤ  (положительное целое число, отрицательное целое число или

нуль); a′(s) и b′(s) – взаимно простые с q(s) полиномы. 
Тогда

ord ( )G s n= . (67) 

Если

deg ( )q s d= , 

то будем говорить, что соответствующее нормирование имеет степень d. 
Степень нормирования в бесконечности полагают равной единице. 

В случае нормирования на бесконечности неравенство  

1
ordord

( ) ( ) ( ) ( )s s s sβ α ω−Ω ≤ (68) 

означает, что степень нормирования (65) меньше либо равна степени

нормирования ω (s). 
Если ν – произвольное нормирование поля ( )sK , то соответствую-

щее ему кольцо нормирования задается как

{ }( ) ( ) ord ( ) 0v vG s G sλ= ∈ ≥O K , (69) 

т.е. vO  – множество всех рациональных функций, не имеющих полюсов в ν. 

Каждое кольцо нормирования vO содержит поле K , а его поле

частных есть все поле рациональных функций ( )sK . Единицами (об-
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ратимыми элементами) кольца vO являются такие рациональные

функции f(s) из ( )sK , что  

ord ( ) 0v f s = . (70) 

Множество всех необратимых элементов кольца vO   

{ }( ) ord ( ) 0v v vG s G s= ∈ >M O (71) 

образует единственный максимальный идеал в vO , и поэтому кольцо

vO является локальным.  

Таким образом, неравенство

1
ordord

( )
( ) ( ) ( ) ( ) , ( )

( )vv

b s
s s s s s

a s
β α ω ω−Ω ≤ = , (72) 

будет означать сравнение (65) и ω (s) при произвольном нормирова-
нии ν поля ( )sK . 

В заключение отметим, что признак Θ может содержать несколько

критериев сравнения. Пусть, например, 

22

1
ord ,ord ,

( )
( ) ( ) ( ) ( ) , ( )

( )HH

b s
s s s s s

a s
β α ω ω

∞∞

−Ω ≤ = . (73) 

Тогда одновременно должны выполняться следующие два неравенства: 

( ) ( )
deg det ( ) deg det deg ( ) deg ( )

( ) 0

s s
s a s b s

s

α
β
Ω − 

Ω − ≤ − 
 

и

1
22

β α ω−Ω ≤ . 

Другими словами, неравенство (73) означает одновременное выпол-
нение сравнения при нормировании поля ( )sK на бесконечности и стан-

дартных норм в H2.  
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УДК 519.6 

АНАЛИТИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ ИНВАРИАНТНОГО УПРАВЛЕНИЯ
АЛГЕБРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ СИСТЕМАМИ НА

ОСНОВЕ ОБОБЩЕННЫХ ПУЧКОВ МАТРИЦ

М.Ш. Мисриханов, д-р техн. наук, В.Н. Рябченко, д-р физ.-мат. наук

Введение. В управлении теория инвариантности объединяет методы

и средства достижения инвариантности (независимости) одной или части

координат системы при помощи подбора параметров (или путем измене-
ния структуры) этой системы. Задачи инвариантности возникают тогда, 
когда необходимо компенсировать возмущающие факторы, нарушающие

условия нормальной работоспособности различных устройств. 
Возникновение идей инвариантности связывают с именем профес-

сора Г.В. Щипанова. В его работах (в 2008 г. исполняется 80 лет с начала

их публикаций) устанавливается количественная связь между параметра-
ми системы и реакцией этой системы на внешние воздействия [1, 2]. Та-
кая постановка непосредственно вытекала из работ академика

А.Н. Крылова. Дальнейшее развитие теории инвариантности связано с

именем академика Н.Н. Лузина, который провел фундаментальные мате-
матические исследования и разработал «эталонный метод синтеза инва-
риантных систем». В дальнейшем существенный вклад в развитие теории

инвариантности в рамках классической теории автоматического управле-
ния внесли такие выдающиеся ученые, как В.С. Кулебакин, Б.Н. Петров, 
А.Ю. Ишлинский, А.Г. Ивахненко, В.М. Кунцевич, А.И. Кухтенко, 
В.А. Бесекерский, В.Ю. Рутковский, С.Д. Земляков, Э.М. Солнечный, 
Г.М. Уланов, П.И. Чинаев, B.D. Anderson, G. Basile, C.D. Johnson, 
G. Marro, A.S. Morse, W.M. Wonham и др. [3]. В результате проблема

инвариантности для систем, представимых в форме Коши, решена

в полном объеме.  
Более сложным классом систем, который возникает в практических

задачах управления и не представим в форме Коши, является класс ал-
гебро-дифференциальных систем (АДС) [4]. АДС обычно получаются в

результате идеализации разнотемповых физических систем [5]. Ниже из-
лагается новый метод аналитического конструирования регуляторов для

алгебро-дифференциальных систем, обеспечивающий этим системам ин-
вариантность к внешним возмущениям.  
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Условия инвариантности АДС. Будем рассматривать АДС сле-
дующего вида: 

0 0

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) , ( ) ( ),

t t t t

t t t

= + +
= =

Ex Ax Bu Fw

x x y Cx

ɺ
(1) 

где x(t) ∈ Rn – вектор состояния; u(t) ∈ Rr – вектор управляющих воздей-
ствий (вектор входа); y(t) ∈ Rm – вектор выходных переменных; w ∈ Rp – 
вектор внешних возмущающих воздействий АДС. Считается, что нату-
ральные числа r, m, p ≤ n. При этом rank E < n. 

Предположим, что ( ) 0t =u , и сопоставим АДС (1) обобщенную мат-

рицу Розенброка (обобщенный пучок матриц [7]) 

( ) ( )R ( ), C
0

n m n p
λ

λ λ+ × +− 
∈ ∈  

 

A E F

C
. 

Свяжем условие инвариантности АДС к w ∈ Rp
с условием совмест-

ности матричного λ-уравнения

( )
0

0 ( )

λ λ
λ

−  
=    

  

A E F x

C w (2) 

для всех λ ∈ C. 
Введем в рассмотрение обратимые матрицы [8] 

( ), R
L

+
+ ⊥

⊥

 
 
 
 

F
C C

F
. 

Здесь +F , +C  – соответсвующие обратные к матрицам F, C; L
⊥F , 

R
⊥C  – левый и правый делители нуля максимального ранга матриц F, C. 

Выполним невырожденные преобразования уравнения (2) сле-
дующего вида: 

1
( )

0
0 ( )F C C

λ λ
λ

−−   
=      

   

A E F x
T T T

C w
, 
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где

( ) 00
,

0
0

R
LB C

p
m

+
+ ⊥

⊥

  
   
   = =    
  

 

F
C C

FT T
I

I

. 

Введем обозначение

( ) 1
1

1
2

ˆ ( )
( ) ( )0

ˆ ( )
( ) ( )0 ( )

R
C

p

λλ λ
λλ λ
λ

−+ ⊥
−

  
      = =                  

x
x xC C

T x
w wI w

. 

Выполняя соответствующие преобразования, получим эквивалент-
ное блочное матричное уравнение

( ) ( )
( ) ( )

1

2

ˆ ( )

ˆ0 ( ) 0

0 0 ( )

R p

L L R

m

λ λ λ
λ λ λ

λ

+ + + ⊥

⊥ + ⊥ ⊥

 − −    
 − − = 
  
   

F A E C F A E C I x

F A E C F A E C x

I w

или в раскрытом виде

( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

1

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) 0,

ˆ ˆ( ) ( ) 0,

ˆ ( ) 0.

R

L L R

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ

+ + + ⊥

⊥ + ⊥ ⊥

 − + − + =
 − + − =
 =

F A E C x F A E C x w

F A E C x F A E C x

x

(3) 

Проанализируем полученные соотношения. Поскольку из преобра-
зования  

( ) 1
1

2

ˆ ( )
( )0

ˆ ( )
( )0 ( )

R

p

λλ
λλ
λ

−+ ⊥   
     =     

       

x
xC C

x
wI w

и рассматриваемого матричного уравнения (3) следует, что

1ˆ ˆ( ) ( ) 0λ λ= =x Cx , тогда необходимо и достаточно проанализировать

только оставшиеся уравнения из системы (3), а именно: 
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( )
( )

2

2

ˆ ( ) ( ) 0,

ˆ ( ) 0

R

L R

λ λ λ

λ λ

+ ⊥

⊥ ⊥

 − + =


− =

F A E C x w

F A E C x

или в матричном виде

( )
( )

20 ˆ ( )
0

( )
L R

R p

λ λ
λλ

⊥ ⊥

+ ⊥

 −  
  =   −   

F A E C x

wF A E C I
. (4) 

В силу полноты нижнего правого блока (4) для существования не-
тривиального решения этого уравнения требуется неполнота ранга по

столбцам подматрицы  

( )
( )

L R

R

λ
λ

⊥ ⊥

+ ⊥

 −
 
 − 

F A E C

F A E C
. (5) 

Аналитический синтез закона управления АДС. Определим, су-
ществует ли управление с обратной связью АДС (1)  

( ) ( ) ( )λ λ λ=u K x , (6) 

обеспечивающее неполноту указанного ранга. 
Перепишем (4) с учетом (6): 

( )
( )

2( ) 0 ˆ ( )
0

( )( )

L R

R p

λ λ λ
λλ λ

⊥ ⊥

+ ⊥

 + −  
  =   + −   

F A BK E C x

wF A BK E C I
. (7) 

Предположим, что (6) удовлетворяет выдвигаемому требованию, то-
гда справедлива следующая формула: 

( )2ˆ ( ) ( ) ( )L R R
λ λ λ λ

⊥
⊥ ⊥= + −x F A BK E C θ , (8) 

где ( )λθ  – некоторый вектор нужной размерности; 

( ) ( )( )( ) ( )L R L RR R
λ λ λ λ

⊥ ⊥⊥ ⊥ ⊥ ⊥+ − = + −F A BK E C F A BK E C . 
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Подставим (8) во второе уравнение (7), в результате получим

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0R L R R
λ λ λ λ λ λ

⊥
+ ⊥ ⊥ ⊥+ − + − + =F A BK E C F A BK E C θ w .

Очевидно, что для любого вектора w(λ) найдется подходящий век-
тор θθθθ (λ) тогда и только тогда, когда λ-матрица

( ) ( )( ) ( )R L R R
λ λ λ λ

⊥
+ ⊥ ⊥ ⊥+ − + −F A BK E C F A BK E C

для всех λ ∈ C будет иметь полный ранг по строкам (другими словами, 
у нее отсутствуют левые собственные векторы). 

Найдем сначала правый делитель нуля

( )( )L R R
λ λ

⊥
⊥ ⊥+ −F A BK E C

как решение Z(λ) уравнения  

( )( ) ( ) 0L Rλ λ λ⊥ ⊥+ − =F A BK E C Z . (9) 

Перепишем (9) относительно матрицы K(λ): 

( )( ) ( ) ( )L R L Rλ λ λ λ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= −F BK C Z F A E C Z . (10) 

Введем в рассмотрение невырожденную матрицу

( ),
L L

L L

L

⊥
⊥

+ +⊥ ⊥
+

⊥

 
 

= 
  
 

F B
F B F B

F B
, 

с помощью которой выполним преобразование (10). При этом, не огра-
ничивая общности, будем считать, что

0L L
L

r
L

⊥
⊥

⊥
+

⊥

 
   

=        
 

F B
F B

I
F B

. 
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В результате преобразований получим

( )( ) ( ) ( )
L LL L

L R L R

L L

λ λ λ λ

⊥ ⊥
⊥ ⊥

⊥ ⊥ ⊥ ⊥
+ +

⊥ ⊥

   
   

= −   
      
   

F B F B
F BK C Z F A E C Z

F B F B
(11) 

или, раскрывая (11),  

( )

( )

0 ( ),

( ) ( ) ( ).

L L RL

R L L R

λ λ

λ λ λ λ

⊥
⊥ ⊥ ⊥

+
⊥ ⊥ ⊥ ⊥

 = −

 = −

F B F A E C Z

K C Z F B F A E C Z

(12) 

Из первого уравнения (12) получаем существование решения инва-
риантного управления АДС

( ) ( ) 0L L RL
λ

⊥
⊥⊥ ⊥ ⊥− ≠

R
F B F A E C . (13) 

Если (13) выполняется, тогда можно выбрать решение Z(λ) в виде

( ) ( )( ) ( )L L RL
λ λ λ

⊥
⊥⊥ ⊥ ⊥= −

R
Z F B F A E C ψ , 

где ( )λψ  – любой подходящий вектор. 

Поскольку ( )R λ⊥C Z  – также вектор, тогда матрицу регулятора K(λ) 

можно аналитически получить из второго уравнения (12): 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )R L L R R R
λ λ λ λ λ λ

+ + ⊥
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= − +K C Z F B F A E C Z C ZΦΦΦΦ . (14) 

Здесь Ф(λ)– произвольная λ-матрица подходящего размера; 

( ) 1T T T T( ) ( ) ( ) ( ) .R R R Rλ λ λ λ
+ −⊥ ⊥ ⊥ ⊥=C Z Z C C Z Z C (15) 

Таким образом, закон обратной связи (6) с матрицами (14), (15) обеспе-
чивает инвариантность АДС (1) к произвольным возмущениям w ∈ Rp. 
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Заключение

На основе преобразований обобщенных пучков матриц получены необ-
ходимые и достаточные условия инвариантности линейных АДС к внешним

возмущениям. Предложен метод аналитического синтеза инвариантных за-
конов управления, обеспечивающих указанную инвариантность. 
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УДК 519.6 

МЕТОД СИНТЕЗА СТАБИЛИЗИРУЮЩЕГО УПРАВЛЕНИЯ
ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ НА ОСНОВЕ

РАЗВИТИЯ ИДЕИ ВАН ДЕР ВОУДА  

М.Ш. Мисриханов, д-р техн. наук, В.Н. Рябченко, д-р физ.-мат. наук

Введение. Проблема управления спектром матрицы [1] или заданно-
го размещения полюсов [2, 3] (pole placement [4]) является ключевой в

современной теории управления линейными системами. Эта проблема

возникает при решении задачи стабилизации линейной системы с многи-
ми входами и многими выходами (Multi Input Multi Output – MIMO) 
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, ,σ = + =x Ax Bu y Cx (1) 

где ( ) nt ∈x ℝ  – вектор состояния; ( ) rt ∈u ℝ  – вектор входа; ( ) mt ∈y ℝ  – 

вектор выхода; В, С – числовые матрицы полного ранга; ℝ  – множество

действительных чисел; σ – символ, обозначающий при

( ) ( )t tσ =x xɺ

непрерывную, а при

( ) ( 1)t tσ = +x x   

дискретную систему. 
Если C = In, т.е. y = x, то управление (1) осуществляется на основе

закона с обратной связью

,= −u Fx (2) 

где r n×∈F ℝ  – матрица регулятора по состоянию. 

Если ,m n m n×∈ <C ℝ , тогда закон (2) заменяется на

= − = −u Ky KCx , (3) 

где r m×∈K ℝ  – матрица регулятора по выходу. 
Для линейной системы с одним входом и многими выходами (Single 

Input Multi Output – SIMO) 

, ,uσ = + =x Ax b y Cx (4) 

где n∈x ℝ  – вектор состояния; 1u∈ℝ  – скалярный вход; m∈y ℝ  – век-

торный выход; A – циклическая матрица [5], законы (2) и (3) приобрета-
ют вид

T , nu = − ∈f x f ℝ , (5) 
T , mu = − ∈k Cx k ℝ . (6) 

Введем множество собственных значений матрицы A

( ){ }( ) : det 0, 1,i i n i nλ λΛ = ∈ − = =A I Aℂ , (7) 
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являющихся корнями характеристического полинома (х.п.) 

( ) 1
1 1 0det n n

n nλ λ α λ α λ α−
−− = + + + +I A ⋯ . (8) 

Для полностью управляемой MIMO-системы (1) и SIMO-систе-
мы (4) следующие утверждения являются эквивалентными [4]: 

а) (A, B), (A, b) – управляемые пары; 
б) матрицы управляемости Калмана

( )
( )

2

2

,n r

n r

−

−

…

…

B AB A B A B

b Ab A b A b
(9) 

имеют полный ранг по строкам; 
в) обобщенные матричные пучки

( ) ( ),i n i nλ λ− −I A B I A b (10) 

имеют полный ранг для всех ( )iλ ∈ Λ A ;  

г) собственные значения матриц A − BF и A − bf T
могут быть зада-

ны произвольным образом и непрерывно зависят от матриц регуляторов

F в законе (2) и f T
в законе (5). 

Аналогичные утверждения с учетом дуальности справедливы для

наблюдаемости линейных систем (1) и (4). 
Ключевым утверждением при решении задачи управления спектром

матрицы [1] с помощью стабилизирующего закона (6) является теорема

Ван дер Воуда (Van der Woude J.W.). 
Теорема Van der Woude [6]. Пусть линейная SIMO-система (4) при

( ) ( )t tσ =x xɺ полностью управляемая и  

1
1 1 0ˆ ˆ ˆ( ) , ,n n

n if λ λ α λ α λ α λ α−
−= + + + + ∈ ∈⋯ ℂ ℝ , (11) 

произвольный полином. Тогда для существования вектора m∈k ℝ та-
кого, что  

( )T 1
1 1 0ˆ ˆ ˆdet n n

n nλ λ α λ α λ α−
−− + = + + + +I A bk C ⋯ , (12) 
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необходимо и достаточно, чтобы

( )2( )Ker Lin , , ..., nf −⊂A C b Ab A b . (13) 

Здесь Ker C – ядро матрицы C; Lin(b, Ab, …, An−2b) – линейная обо-
лочка

1, натянутая на векторы b, Ab, …, An−2b [5]. 
Ниже на основе ленточных критериев [7 – 10] приводится аналог

теоремы Ван дер Воуда, дается решение задачи стабилизации SIMO-
системы (4) при заданном х.п. замкнутой системы (12), а также описа-
но множество векторов разности коэффициентов заданного (12) и ис-
ходного (8) х.п., которые могут быть реализованы с помощью обрат-
ной связи по выходу. 

Ленточные матрицы и критерии. В [7 – 10] описаны ленточные

матрицы и критерии, играющие фундаментальную роль в представле-
нии и описании свойств линейных управляемых систем. Рассмотрим

сначала линейную систему с одним входом и одним выходом (Single 
Input Single Output – SISO) 

T

,

,

u

y

σ = +

=

x Ax b

c x
(14) 

где n∈x ℝ  – вектор состояния; 1u∈ℝ  – скалярный вход; 1y∈ℝ  – ска-

лярный выход. В зависимости от цели исследований (14) это может быть

ленточная (прямоугольная) матрица управляемости

2 2( 1)

L

L L

L L n n

L

L

L

⊥

⊥ ⊥

⊥ ⊥
− ×

⊥

⊥

⊥

 −
 
 −
 

− 
∈ 

 
 −
 
 
 

b A

b b A

b b A

b

b A

b

⋯

⋯

⋯
ℝ

⋱ ⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⋯

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0

(15) 

или ленточная (прямоугольная) матрица наблюдаемости

                                                          
1 Другое обозначение – Span. 
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2 2( 1)

R R

R R

n n
R

R

R R

⊥ ⊥

⊥ ⊥

⊥ × −

⊥

⊥ ⊥

 −
 
 −
 

− ∈ 
 
 
 − 

Ac c

Ac c

Ac

c

Ac c

⋯

⋯

⋱ ⋮ ⋮ ℝ

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⋯

0 0 0

0 0 0

0 0

0

0 0 0

. (16) 

Здесь и далее 0 – нулевая матрица подходящего размера
1; символ

( )L
⊥⋅  − левый делитель нуля максимального ранга заданной матрицы

(вектора); символ ( )R
⊥⋅  – правый делитель нуля максимального ранга

заданной матрицы (вектора). 
Напомним [14], что левым делителем нуля максимального ранга не-

которой действительной матрицы n m×∈M ℝ ранга r называется матрица

L
⊥M , если одновременно выполняются условия

( ) , rankL n r m L n r⊥ ⊥
− ×= = −M M M0 . 

Симметрично, правым делителем нуля максимального ранга некото-

рой действительной матрицы n m×∈M ℝ ранга r называется матрица

R
⊥M , если одновременно выполняются условия

( ) , rankR n m r R m r⊥ ⊥
× −= = −MM M0 . 

В дальнейшем без ограничения общности будем полагать, что мат-

рицы L
⊥M и R

⊥M удовлетворяют условиям ортогональности, т.е. 

T

T

,L L n r

R R n m

⊥ ⊥
−

⊥ ⊥
−

=

=

M M I

M M I
. 

Заметим, что без уменьшения общности можно считать, что  

TKer , KerR L
⊥ ⊥= =M M M M . (17) 

                                                          
1 В отдельных случаях ее размер будет указываться явно. 
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Сосредоточим внимание на матрице (15), а получаемые результа-
ты в силу принципа дуальности свойств управляемости и наблюдае-
мости линейной системы будем распространять на задачи, где фигу-
рирует матрица (16). 

Нами было установлено: 
1. Для полной управляемости SISO-системы (14) необходимо и дос-

таточно, чтобы [10] 

2

1

2

3

4

1

,

L

L L

n nL L
i

L

L n

nL R

⊥⊥

⊥ ⊥

⊥ ⊥

⊥

⊥
−

⊥

   −
   −   
   −

= ∈ ∈   
   
   −
     

  

b A

b b A

b b A

b

b A

b

⋯

⋯

⋯
ℝ ℝ

⋱ ⋮
⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⋯

0 0 0
0 0

0 0

0 0

0 0 0

ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ ϒϒϒϒ

ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ

, (18) 

т.е. правый делитель нуля максимального ранга прямоугольной матри-
цы (15) был в точности вектором [10]. 

2. Ленточная матрица (15) инвариантна по отношению к действию

законов обратной связи (5) и (6) [7]. 
3. Коэффициенты характеристического полинома (8) определя-

ются формулой [10]  

1

0 2

3

2

11

,
n

nn

n

α

α
α

+

+ +

+ +

+
−

+ −−
+ +

 −   
 −   
    −  =   
          −     − 

0 0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0

0
0 0 0

⋯

⋯

⋮ ⋯

⋮⋱ ⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⋯

b A
b b A

b b A
b

b A

b b A

ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ

ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ

1n
+ =b ϒϒϒϒ . 

(19) 

4. Коэффициенты полинома

1
1 1 0( ) n

nβ λ β λ β λ β−
−= + + +⋯ (20) 

числителя передаточной функции
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( ) 1T ( )
( )

( )n
β λλ λ
α λ

−= − =G c I A b (21) 

удовлетворяют следующему соотношению [11]: 

T 1

0 2T

3T

2 4

1
T

,
n

n

n

β

β
β

−

−

  −       −       = −               −    

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

⋯

⋯
⋮

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
⋮

⋱

c

c

c

c

ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ

ϒϒϒϒ

1n
+ =b ϒϒϒϒ . 

(22) 

5. Пусть  

( )T 1
1 1 0ˆ ˆ ˆdet ,n n

n nλ λ α λ α λ α λ−
−− + = + + + + ∈I A bf ⋯ ℂ , (23) 

заданный х.п. замкнутой SISO-системы (14) с обратной связью. В [10] 
показано, что вектор kT

может быть вычислен с помощью формулы  

T
1

0 0 T
2

T
3

2 2

1 1
T

ˆ

,
ˆ

ˆ
n n

n n
n

α α

α α
α α

− −

− −

   −   
    
    =   −  
     −    
   

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

⋯

⋯
⋮

⋯

⋮⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋱

f

f

f

f

ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ

ϒϒϒϒ

1n
+ =b ϒϒϒϒ . 

(24) 

6. Ленточные матрицы (15), (16) играют ключевую роль в задачах

обеспечения инвариантности линейной системы по отношению к дейст-
вующим возмущениям [9]. 

Отметим, что для полностью управляемой SISO-системы матрица

( )1 2 1
n n

n n
×

−= ∈⋯ ℝϒϒϒϒ ϒ ϒ ϒ ϒϒ ϒ ϒ ϒϒ ϒ ϒ ϒϒ ϒ ϒ ϒK , (25) 
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составленная из векторов , 1,i i n=ϒϒϒϒ , является аналогом матрицы

А.Н. Крылова [10] и обратима. При этом формула (24) эквивалентна
следующей формуле [13]:  

T T 1α −= ∆f Kϒϒϒϒ , (26) 

где

( )T
0 0 1 1 2 2 1 1ˆ ˆ ˆ ˆn n n nα α α α α α α α α− − − −∆ = − − − −⋯ . (27) 

В [13] ленточные конструкции, приведенные выше, обобщены на

случай MIMO-системы (1). 
Ниже на основе преобразования ленточных матриц представлен ана-

лог теоремы Ван дер Воуда и описано решение задачи стабилизации

SIMO-системы (4) при заданном х.п. замкнутой системы (12). 
Аналог теоремы Ван дер Воуда. Предваряя предлагаемый нами

аналог теоремы Ван дер Воуда, введем необходимые в дальнейшем

леммы [14]. 
Лемма 1. Линейное матричное уравнение  

2 3 1 3, ,n n n n× ×= ∈ ∈XV Q V Qℝ ℝ , (28) 

разрешимо относительно матрицы 1 2n n×∈X ℝ тогда и только тогда, когда

правый делитель нуля максимального ранга
1

R
⊥V является и правым де-

лителем нуля матрицы Q: 

R
⊥ =QV 0 . (29) 

Лемма 2. Все множество решений матричного уравнения (28) при
выполнении условия разрешимости (29) определяется формулой (с ми-
нимальной параметризацией) 

L
+ ⊥= +X QV ηV , (30) 

где V+ – псевдообратная матрица; ηηηη – произвольная матрица подходя-
щего размера. 
                                                          
1 Если рассматривать делители нуля не максимального ранга, то условие также становится

только необходимым. 



Метод синтеза стабилизирующего управления динамической системой

на основе развития идеи Ван дер Воуда

391 

Справедливы следующие утверждения. 
Теорема 1 (аналог теоремы Ван дер Воуда). Для полностью управ-

ляемой линейной SIMO-системы (4) существует такой вектор m∈k ℝ , 
что обеспечивается полином (12), если и только если

T 1
Rα − ⊥∆ =C 0ϒϒϒϒK . (31) 

Доказательство теоремы 1. Если х.п. (12) задан, тогда вектор
T m∈C k ℝ должен удовлетворять формуле (26), т.е. 

T T 1α −= ∆k C Kϒϒϒϒ , (32) 

где неизвестным считается вектор m∈k ℝ . Рассматривая (32) как ли-
нейное матричное уравнение (28) согласно лемме 1 (см. (29)), полу-
чим условие разрешимости (31), но это и есть условие теоремы Ван

дер Воуда (13)1. 
Доказательство закончено. 
Теорема 2. Если для полностью управляемой линейной

SIMO-системы (4) существует такой вектор m∈k ℝ , что обеспечива-
ется полином (12), то

T T 1 +α −= ∆k CKϒϒϒϒ . (33) 

Доказательство теоремы 2. Если условие (32) выполняется, тогда, 
в соответствии с леммой 2 (см. (30)), получаем решение (33), где в силу

полноты ранга матрицы C составляющая решения имеет вид

L
⊥ =ηC 0 . 

Доказательство закончено. 
Теорема 3. Если для полностью управляемой линейной

SIMO-системы (4) выполняется условие (31), то могут быть реализованы

только следующие векторы разности коэффициентов х.п. (27): 

T Tα µ∆ = C ϒϒϒϒK , (34) 

                                                          
1 См. доказательство теоремы Ван дер Воуда в [1, стр. 192 – 195]. 
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где T mµ ∈ℝ  – произвольный вектор. 

Доказательство теоремы 3. Рассмотрим условие (31) как урав-
нение относительно вектора (27). В силу леммы 2, обратимости мат-

рицы ϒϒϒϒK  (25) и полноты ранга матрицы R
⊥C , произведение матриц

1
R

− ⊥CϒϒϒϒK имеет левый делитель нуля максимального ранга, равный

C ϒϒϒϒK . Действительно, 

1
R R

− ⊥ ⊥= =C C CC 0ϒ ϒϒ ϒϒ ϒϒ ϒK K . (35) 

Очевидно, что вектор Tµ C ϒϒϒϒK при любом T mµ ∈ℝ также является

левым делителем нуля единичного ранга матрицы 1
R

− ⊥CϒϒϒϒK .  

Доказательство закончено. 
Таким образом, нами представлен аналог теоремы Ван дер Воуда

в терминах ленточных матриц, дано решение задачи стабилизации SIMO-
системы (4) при заданном х.п. замкнутой системы (12), а также описано и

параметризовано множество векторов разности коэффициентов заданно-
го (12) и исходного (8) х.п. 

Обобщение теоремы Ван дер Воуда на MIMO-системы. Получим

для MIMO-системы (1) формулу синтеза регулятора, аналогичную (26). 
Рассмотрим линейную MIMO-систему (1), где n=C I : 

σ = +x Ax Bu . (36) 

Введем разбиение на столбцы для матрицы входа

( )1 2 1r r−=B b b b b⋯ . (37) 

Справедливо следующее утверждение. 

Лемма 3. Для любой матрицы n n×∈A ℝ всегда найдется такая по-

следовательность векторов 1
n∈b ℝ , 2

n∈b ℝ , …, n
r ∈b ℝ , где r n< , 

что пара матриц  

( )T T T
1 1 2 2 1 1,r r r− −+ + + +A b f b f b f b⋯ (38) 

является управляемой. Здесь
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( )
( )

( )

T T
1 1 1 1
T T
2 2 2 2

T T
1 1 1 1

,

,

;

L
n

L
n

L
r r r r n

ω
ω

ω

⊥

⊥

⊥
− − − −

= Θ −

= Θ −

= Θ −
⋮

f b I A

f b I A

f b I A

T 1n
i

−Θ ∈ℝ  – произвольный ненулевой вектор; iω  – произвольный скаляр; 
L

i
⊥b  – левый делитель нуля максимального ранга вектора bi, 1, ( 1)i r= − . 

Доказательство теоремы 3.2 осуществляется аналогичным образом, 
как это сделано в [2] для леммы 11. 

Введем обозначения:  

T T T
1 1 2 2 1 1r r− −= + + + +A A b f b f b fɶ ⋯ , (39) 

( ) 1
1 1 0det n n

n nλ λ α λ α λ α−
−− = + + + +I Aɶ ɶ ɶ ɶ⋯ . (40) 

На основании справедливости леммы 3 справедлива следующая

лемма [13]. 
Лемма 4. Для линейной полностью управляемой MIMO-системы

(36) закон обратной связи (2), обеспечивающий замкнутой системе х.п. 

( )T 1
1 1 0ˆ ˆ ˆdet n n

n r nλ λ α λ α λ α−
−− + = + + + +I A b fɶ ⋯ , (41) 

определяется формулой

1α −

 
 =
 ∆ 

F
F

ɶ

ɶKϒϒϒϒ
, (42) 

где

( )
( )

( )

T
1 1 1
T
2 2 2

T
1 1 1

L
n

L
n

L
r r r n

ω
ω

ω

⊥

⊥

⊥
− − −

 Θ −
 

Θ − =  
 
 Θ − 

ɶ

⋮

b I A

b I A
F

b I A

, (43) 

( )1 2 1 ,n n−= ɶ ɶ ɶ ɶɶ ⋯ϒϒϒϒ ϒ ϒ ϒ ϒϒ ϒ ϒ ϒϒ ϒ ϒ ϒϒ ϒ ϒ ϒK (44) 

                                                          
1 См. также [1, стр. 183 – 185] 
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1

2

3

4

1

L
r

L L
r r

L L
r r

L
r

L
rn

L
r R

⊥⊥

⊥ ⊥

⊥ ⊥

⊥

⊥
−

⊥

   −
   
   −
   

−   
=   

   
   −   
       

b A

b b A

b b A

b

b A

bb

ɶ ɶ ⋯

ɶ
ɶ ⋯

ɶ
ɶ ⋯

ɶ

⋱ ⋮
⋮

ɶ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ɶ

⋯

ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ
ϒϒϒϒ

ϒϒϒϒ

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0

. (45) 

При этом параметризация всех регуляторов (42), обеспечивающих харак-
теристический полином (41), осуществляется путем замены в расчетных

соотношениях вектора br на любой другой вектор bi из (37), а также пу-

тем варьирования элементов векторов T
iΘ и скаляров iω в (43).  

Теперь можно сформулировать обобщение теоремы (аналога) Ван

дер Воуда на случай MIMO-системы. 
Теорема 4 (обобщение теоремы Ван дер Воуда). Для полностью

управляемой линейной MIMO-системы (1) существует такой вектор
m∈k ℝ , что обеспечивается полином

( ) 1
1 1 0ˆ ˆ ˆdet n n

n nλ λ α λ α λ α−
−− + = + + + +I A BKC ⋯ , (46) 

если и только если

1 Rα
⊥

−

 
  =
 ∆ 

K
C

ɶ

ɶ
0

ϒϒϒϒK
, (47) 

где

( )
( )

( )

T
1 1 1

T
2 2 2

T
1 1 1

L
n

L
n

L
r r r n

ω
ω

ω

⊥

⊥

⊥
− − −

 Θ −
 
 Θ −

=  
 
 Θ − 

b I A

b I A
K

b I A

ɶ

⋮
. (48) 

По аналогии с теоремами 2 и 3 доказываются соответствующие тео-
ремы, обобщающие случай MIMO-системы. 
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Теорема 5. Если для полностью управляемой линейной

MIMO-системы (1) существует такой вектор m∈k ℝ , что обеспечива-
ется полином (46), то

+
1α −

 
 =
 ∆
 

ɶ

ɶ

K
K C

Kϒϒϒϒ
. (49) 

При этом параметризация всех регуляторов (49), обеспечивающих ха-
рактеристический полином (46), осуществляется путем замены в рас-
четных соотношениях вектора br на любой другой вектор bi из (37), а

также путем варьирования элементов векторов T
iΘ и скаляров iω

в (43), удовлетворяющих условию

( )
( )

( )

T
1 1 1

T
2 2 2

T
1 1 1

L
n

L
n

R R

L
r r r n

ω
ω

ω

⊥

⊥
⊥ ⊥

⊥
− − −

 Θ −
 

Θ − 
= = 
 
  Θ −
 

0ɶ

⋮

b I A

b I A
KC C

b I A

. (50) 

Теорема 6. Если для полностью управляемой линейной

MIMO-системы (1) выполняется условие (47), то могут быть реализованы

только следующие векторы разности коэффициентов х.п. (27): 

T Tα µ∆ = C ɶ ϒϒϒϒK , (51) 

при условии, что выполняется (50). При этом параметризация всех векторов
Tα∆ осуществляется путем замены в расчетных соотношениях вектора br на

любой другой вектор bi из (37), а также путем варьирования элементов век-

торов Tµ , T
iΘ и скаляров iω в (43), удовлетворяющих условию (50). 

Таким образом, выше представлено обобщение теоремы Ван дер

Воуда в терминах ленточных матриц на случай MIMO-системы (1), дано
решение задачи стабилизации MIMO-системы при заданном х.п. замкну-
той системы (46), а также описано и параметризовано все множество век-
торов разности коэффициентов (51) заданного и исходного х.п. 
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Пример синтеза. Рассмотрим усложненную задачу, когда задана

полностью управляемая SISO-система

T, ,u yσ = = + =x x Ax b c xɺ (52) 

где

T

1 0 1 0 1 0,8

2 1 1 0 1 1
, , .

1 1 1 2 1 0,2

1 1 1 0 1 1

−     
     − −     = = =
     − − − −
     
     −     

A b c (53) 

Характеристический полином (8) здесь равен

( ) 4 3 2det 3 9 10nλ λ λ λ λ− = − + + −I A (54) 

и, как видно, является неустойчивым. 
Предположим, что с помощью обратной связи по выходу

T T ,u = − ∈k c x k ℝ , (55) 

требуется обеспечить устойчивый х.п. следующего вида: 

( )T T 4 3 2det 3 7 9 10nλ λ λ λ λ− + = + + + +I A bk c . (56) 

Вычитая соответствующие коэффициенты х.п. (56) и х.п. (54), най-
дем вектор разности (27): 

( )T 20 0 6 6α∆ = . 

Вычислим далее левый делитель нуля вектора b и правый делитель

нуля вектора cT
из (53). Получим

0,5 0,8333 0,1667 0,1667

0,5 0,1667 0,8333 0,1667

0,5 0,1667 0,1667 0,8333
L
⊥

 −
 

= − 
 
 

b , 
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T

0,6108 0,7494 0,0501 0,2506

0,1222 0,0501 0,99 0,0501

0,6108 0,2506 0,0501 0,7494
R
⊥

 −
 

= − 
  −
 

c . 

При этом

( )T 0,2885 0,3731 0,0746 0,3731= − −c+ . 

Сформируем ленточную матрицу (15), найдем ее правый делитель

нуля (18), а затем построим матрицу (25). Получим

( )1 2 3 4

0,2274 0,1387 0,0693 0,0693

0,5547 0 0,0693 0,0693

0,4160 0,2080 0,1387 0,0693

0,5547 0,0693 0,1387 0,0693

− − 
 − = =  − −
 
 − −
 

Kϒϒϒϒ ϒ ϒ ϒ ϒϒ ϒ ϒ ϒϒ ϒ ϒ ϒϒ ϒ ϒ ϒ .

Согласно теореме 1 проверим условие (31): 

( )

1

T 1

0,2274 0,1387 0,0693 0,0693

0,5547 0 0,0693 0,0693
20 0 6 6

0,4160 0,2080 0,1387 0,0693

0,5547 0,0693 0,1387 0,0693

Rα

−

− ⊥

− − 
 − ∆ = × − −
 
 − −
 

CKϒϒϒϒ

0,6108 0,1222 0,6108

0,7494 0,0501 0,2506
0,

0,0501 0,99 0,0501

0,2506 0,0501 0,7494

− 
 − × ≈
 −
 
 
 

где

T 1 157,27 10R E
α − ⊥ −∆ < ⋅CϒϒϒϒK , 

T 1
R E

α − ⊥∆ CϒϒϒϒK  – эрмитова векторная норма. 
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Таким образом, задача стабилизации неустойчивой SISO-системы (52), 
(53) обратной связью по выходу (55) с обеспечением заданного х.п. (56) раз-
решима, а ее решение, в соответствии с формулировкой теоремы 2, равно

T T 1 +α −= ∆ =k cKϒϒϒϒ

( )

1
0,2274 0,1387 0,0693 0,0693 0,2985

0,5547 0 0,0693 0,0693 0,3731
20 0 6 6 10.

0,4160 0,2080 0,1387 0,0693 0,0746

0,5547 0,0693 0,1387 0,0693 0,3731

−− −   
   − −   = = −
   − − −
   
   − −   

Можно убедится, что х.п. замкнутой системы равен

( )

4 3 2

1 0 1 0 1

2 1 1 0 1
det 10 0,8 1 0,2 1

1 1 1 2 1

1 1 1 1

3 7 9 10,

λ
λ
λ

λ

λ λ λ λ

 − − −    
    − −    − ⋅ ⋅ − − =    − − −
    
    − −    

= + + + +

что и требовалось получить. 
Наконец, используя теорему 3, осуществим параметризацию векто-

ров разности коэффициентов х.п. (27), которые можно реализовать для

SISO-системы (52), (53). Имеем

( )T T T 10 0 3 3 ,α µ µ µ µ µ∆ = = ∈ℝc ϒϒϒϒK , 

или в другом виде

( ) ( ) ( ) ( )T T 4 3 2det 3 3 3 1 9 10 1nλ λ µ λ µ λ λ µ− + = + − + + + + −I A bk c . (57) 

Заметим, что на интервале значений µ = [1,666; 2,285] полином (57) 
является устойчивым. 

Заключение

На основе разработанного подхода к анализу и синтезу линейных

управляемых систем с помощью ленточных матриц и критериев полу-
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чен аналог теоремы Ван дер Воуда на случай линейной управляемой

SIMO-системы. Дано решение задачи стабилизации при заданном ха-
рактеристическом полиноме замкнутой системы, описано и парамет-
ризовано множество векторов разности коэффициентов заданного и

исходного характеристических полиномов, которые могут быть реали-
зованы с помощью обратной связи по выходу. Получено обобщение

теоремы Ван дер Воуда на случай линейной управляемой MIMO-сис-
темы, а также описано и параметризовано множество векторов разно-
сти коэффициентов заданного и исходного характеристических поли-
номов этой системы, которые могут быть реализованы с помощью об-
ратной связи по выходу. 
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УДК 51.74 

СИНТЕЗ УПРАВЛЕНИЯ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ
НА ОСНОВЕ ОБОБЩЕННОЙ ФОРМУЛЫ АККЕРМАННА

М.Ш. Мисриханов, д-р техн. наук, В.Н. Рябченко, д-р физ.-мат. наук

Введение. Современные энергосистемы (ЭС) представляют собой мно-
госвязные динамические системы с глубокими взаимными связями. Для ре-
шения задач управления и защиты в современных ЭЭС широко используют-
ся компьютерные технологии. Эти технологии позволяют реализовывать в
ЭС сложные и разветвленные алгоритмы управления. К таким алгоритмам
относятся алгоритмы, реализующие модальные законы управления. 

Далеко не полный список (по годам) методов модального синтеза
выглядит следующим образом [1]: метод Басса и Гура (1966), метод Ак-
керманна (1970), метод Мейна–Мардоха (1970), метод Маки−Ван
де Вейта (1974), метод Барнетта (1975), метод Гоуришанкара–Ремера
(1976), метод Мура (1976), метод Клейна–Мура (1977, 1982), метод Пор-
тера–Д’Аццо (1978), метод Уонема (1979), метод Мунро (1979), метод
Флемма (1980), метод Варги (1981), метод Феми и О′Рейли (1982), метод
Каутского–Никольса–Ван Доорена (1985). Сюда же следует отнести ши-
роко известный модальный метод, построенный на основе теоремы о вы-
четах передаточной функции. 

Отметим, что одной из первых отечественных работ, посвященных
применению методов модального синтеза в электроэнергетике, является
работа Б.И. Брузгина [2].  

Одной из наиболее известных явных расчетных формул, применяе-
мых для модального синтеза регуляторов и наблюдателей в динамиче-
ских системах с представлением в пространстве состояний, является фор-
мула Аккерманна [3, 4]. Кратко рассмотрим ее. 

Пусть задана полностью управляемая линейная динамическая сис-
тема с одним входом и одним выходом (SISO – Single Input Single Output) 

T, ,u y= + =x Ax b c xɺ (1) 

где n∈x ℝ  – вектор состояния; 1u∈ℝ  – скалярный вход; 1y∈ℝ  – ска-
лярный выход; ℝ  – множество действительных чисел. 

Условие полной управляемости по Калману системы (1), или, что то
же самое, полной управляемости пары (A, b), соответствует невырожден-
ности матрицы управляемости
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( )1( , ) n n n− ×Ω = ∈A b b Ab A b⋯ ℝC . (2) 

Условие полной наблюдаемости по Калману системы (1) (полной
наблюдаемости пары (A, cT)) соответствует невырожденности матрицы

наблюдаемости

( )

T

T
T

T 1

, n n

n

×

−

 
 
 

Ω = ∈ 
 
 
 

c

c A
A c

c A

ℝ
⋮

O . (3) 

Пусть характеристический полином матрицы A равен

( ) 1
1 1 0det n n

n nλ λ α λ α λ α−
−− = + + + +I A ⋯ , (4) 

где In – единичная матрица порядка n; λ ∈ℂ и ℂ  – множество комплексных
чисел. Будем считать, что с помощью закона обратной связи по переменным

состояния
Tu = −k x

требуется обеспечить замкнутой системе

( )T= −x A bk xɺ

следующий характеристический полином: 

( )T 1
1 1 0det n n

n nλ λ β λ β λ β−
−− + = + + + +I A bk ⋯ . (5) 

Введем обозначение ( ),βΞ A для матричной функции

1
1 1 0

n n
n nβ β β−

−+ + + +A A A I⋯ . (6) 

Тогда расчетная формула Аккерманна для вектора коэффициентов ре-
гулятора будет иметь вид

( ) ( )T 10 0 1 ( , ) ,β−= ⋅Ω ⋅Ξk A b A⋯ C . (7) 
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Применительно к задаче синтеза наблюдателя состояния системы (1) 

( )Tˆ ˆ ˆy u= + − +x Ax l c x bɺ , (8) 

где v = ly – инъекция выхода системы, формула Аккерманна имеет сим-
метричный по отношению к (7) вид

( ) ( ) ( )T1 T, , 0 0 1γ −= Ξ ⋅Ω ⋅l A A c ⋯O (9) 

и обеспечивает наблюдающему устройству характеристический полином

( )T 1
1 1 0det n n

n nλ λ γ λ γ λ γ−
−− + = + + + +I A lc ⋯ . (10) 

В формуле (9) обозначена матричная функция

( ) 1
1 1 0, n n

n nγ γ γ γ−
−Ξ = + + + +A A A A I⋯ . (11) 

Основным достоинством расчетных формул Аккерманна (7), (9) явля-
ется их явный вид, что позволяет по известным параметрам SISO-сис-
темы (1), ее характеристическому полиному (4) и заданному расположению

полюсов, выраженному в коэффициентах характеристических полиномов (5) 
и (10), рассчитать обратную связь и наблюдающее устройство, обеспечи-
вающее замкнутой системе заданное расположению полюсов.  

Ниже рассматривается обобщение формул Аккерманна (7), (9) на
случай линейной стационарной динамической системы в пространстве

состояний с многими входами и многими выходами (MIMO – Multi 
Input Multi Output). Эта задача является достаточно актуальной, по-
скольку явных расчетных формул синтеза закона обратной связи для

MIMO-систем, аналогичных формулам Аккерманна, не существует. 
В дальнейшем обобщенная формула Аккерманна используется для

модального синтеза управления ЭС. 
Обобщенная формула Аккерманна. Будем далее рассматривать

MIMO-систему

,= + =x Ax Bu y Cxɺ , (12) 

где n∈x ℝ  – вектор состояния; r∈u ℝ  – вектор выхода; m∈y ℝ  – век-

тор выхода, считая, что ее индекс управляемости v равен n − r + 1, а
индекс наблюдаемости − µ = n − m + 1. 
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Напомним, что индексом управляемости v∈ℕ пары матриц

(A, B) [3, 5], где ℕ  – множество натуральных чисел, называется наи-
меньшее число, при котором выполняется тождество рангов

( ) ( )1 1rank rankn v− −=B AB A B B AB A B⋯ ⋯ . (13) 

Таким образом, в рассматриваемом случае выполняется достаточно об-
щее условие

( ) ( )1rank rankv n r n− −= =B AB A B B AB A B⋯ ⋯ . (14) 

Вводимое условие на индекс управляемости означает, что при от-
сутствии сигнала управления на каком-либо из входов MIMO-сис-
темы (12) она не является полностью управляемой. 

Аналогичные рассуждения с учетом симметрии справедливы для

индекса наблюдаемости. 
Пусть матрица B разбита на блоки  

( ) ( )1 2 1r r−= =B b b b b b⋯B , (15) 

т.е. 

( )1 2 1 ,r r−= =b b b b b⋯B . 

Тогда при v = n − r + 1 можно записать

( ) ( )1rank rankn n r n− −= <A A A A⋯ ⋯B B B B B B . 

Известно утверждение, которое для случая (12), (15) формулируется
следующим образом. 

Лемма 1 [6]. Пусть (A, B) – полностью управляемая пара и пусть

матрица B имеет вид (15), тогда существует такая матрица ( 1)r n− ×∈ℝK , 
что пара матриц ( , )−A bBK полностью управляемая. 

Опираясь на лемму 1, сформулируем другую лемму. 
Лемма 2. Пусть (A, B) – полностью управляемая пара с индексом

управляемости v = n − r + 1, где матрица B имеет вид (15), и пусть задана

такая матрица ( 1)r n− ×∈ℝK , что пара матриц ( , )+A bBK полностью

управляемая. Тогда закон обратной связи
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T

 
= − 

 
 

u x
k

KKKK
, (16) 

где

( ) ( )T 10 0 1 ( , ) ,β−= ⋅Ω − ⋅Ξ −k A b A⋯ C BK BK , (17)

( ) ( )( )1
( , )

n−Ω − = − −A b b A b A b⋯C BK BK BK , (18)

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 0,

n n
n nβ β β β−

−Ξ − = − + − + + − +A A A A I⋯BK BK BK BK , (19)

обеспечивает матрице T− −A bkBKBKBKBK заданный характеристический полином  

( )T 1
1 1 0det n n

n nλ λ β λ β λ β−
−− + + = + + + +I A bk ⋯BKBKBKBK . (20) 

Доказательство леммы 2 очевидно. Действительно, лемма 1 сводит
условия управляемости MIMO-системы к условию управляемости

SISO-системы, для которой (при полной управляемости) справедлива
формула Аккерманна (7).  

Принципиальным недостатком формулы (17) является отсутствие

условий на выбор (назначение) матрицы ( 1)r n− ×∈ℝK . Один из случаев

назначения матрицы K указан в [6]. Можно также действовать «наугад», 
подбирая каким-либо способом матрицу K в (16) или формируя ее

с помощью генератора случайных чисел до тех пор, пока матрица управ-
ляемости (18) не будет обратимой. 

Этому можно противопоставить более конструктивный подход. 
Сформулируем лемму [7]. 
Лемма 3. Пусть (A, B) – полностью управляемая пара с индексом

управляемости v = n − r + 1 и пусть матрица B имеет вид (15), тогда для

полной управляемости пары матриц ( , )−A bBK достаточно, чтобы вы-

полнялось условие

( )L nω⊥= Θ −I AK B , (21) 

где L
⊥

B  – левый делитель нуля максимального ранга матрицы B ; Θ  – 

подходящая по размеру матрица полного ранга с произвольными элемен-
тами из ℂ ; ω – произвольный скаляр из ℂ , не совпадающий с вещест-
венными собственными значениями матрицы A, имеющими различную
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алгебраическую и геометрическую кратности, такие что матрица (21) 
имеет элементы только из ℝ . 

Напомним [8], что матрица L
⊥M является левым делителем нуля

максимального ранга некоторой матрицы n m×∈M ℝ ранга r, если одно-
временно выполняются условия  

( ) , rankn r n
L L n r⊥ − × ⊥= ∈ = −M M Mℝ0 . 

При этом если m = r, то  

T

rank
L

n⊥

 
  =
 
 

M

M
. 

С учетом симметрии матрица R
⊥M является левым делителем нуля

максимального ранга матрицы n m×∈M ℝ ранга r, если одновременно

выполняются условия  

( ) , rankm m r
R R m r⊥ × − ⊥= ∈ = −MM Mℝ0 . 

При этом если n = r, то  

( )Trank R n⊥ =M M . 

Доказательство леммы 3 можно осуществить различными путями. 
Укажем один из них. 

Управляемость пары (A, B) означает, что  

( ) ( ): rank rankn n nλ λ λ∀ ∈ − = − =I A B I A bℂ B . (22) 

С другой стороны, для пары ( , )−A bBK , где K удовлетворяет (21), 

можно записать цепочку утверждений

( )( )
( )( )

( )( )( )

rank

rank

rank ( ) .

n L n

n L n n n

n n L n

λ ω

λ ω ω ω

λ ω ω

⊥

⊥

⊥

− + Θ − =

= − + Θ − + − =

= − − + Θ −

I A I A b

I A I A I I b

I I I A b

B B

B B

B B

(23) 
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Матрица n L
⊥+ ΘI B B в (23) обладает следующими непосредственно

проверяемыми свойствами: 

( ) ( )1
,

n

n L n L n L n Ln
−⊥ ⊥ ⊥ ⊥+ Θ = − Θ Θ = + ΘI I I + IB B B B B B B B ; (24) 

( ) ( )eig eign L n
⊥Θ =I + IB B . (25) 

Здесь eig( )⋅  – множество собственных значений. 

В силу равенства

T

rank
L

n⊥

 
  =
 
 

B

B
, 

условия (22) и свойств (24), (25) для последнего соотношения (23), где
матрица A имеет собственные значения с различной геометрической и

алгебраической кратностью, можно записать

( ) ( ) ( )( )/{0}: rank ( ) n n L n nλ ω λ ω ω⊥∀ − ∈ − − + Θ − =I I I A bℂ B B , (26) 

но это и есть условие управляемости пары ( , )−A bBK . 

На основании справедливости лемм 2 и 3 сформулируем теорему. 
Теорема 1. Пусть (A, B) – полностью управляемая пара с индексом

управляемости v = n − r + 1, где матрица B имеет вид (15), и пусть выбрана

любая матрица 'K из множества матриц (21), тогда закон обратной связи

( )
T T

' L nω⊥   Θ −
 = − = − = − 

   
   

I A
u Kx x x

k k

KKKK B
, (27) 

где

( ) ( )T 10 0 1 ( ', ) ',β−= ⋅Ω − ⋅Ξ −k A b A⋯ C BK BK , (28) 

обеспечивает матрице T'− −A bkBKBKBKBK заданный характеристический по-
лином (20). При этом параметризация множества законов обратной

связи (27), обеспечивающих характеристический полином (20), осу-
ществляется с помощью изменения варианта разбиения матрицы B, 
варьирования элементов матрицы Θ и скаляра ω. 
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Относительно скаляра ω в формуле (21) необходимо сделать специ-
альное замечание. Если (вещественное) собственное значение λ0 матрицы

A имеет различные геометрическую и алгебраическую кратности
1, то

применение матрицы

( )0' L nλ⊥= Θ −I AK B (29) 

приведет к нарушению условий леммы 3, что, в свою очередь, ока-
жется недостаточным для обеспечения управляемости пары матриц

( ', )−A bBK . 

С учетом дуальности управляемости и наблюдаемости MIMO-сис-
темы (12) сформулируем лемму и теорему, аналогичные соответственно

лемме 3 и теореме 1. 
Лемма 4. Пусть (A, C) − полностью наблюдаемая пара с индексом

наблюдаемости µ = n – m + 1, где матрица С имеет вид

T
1

T
1

T
T

1

T

m n

m

m

×

−

 
 
 

   
= = ∈    

  
 
 
 

c

c

C
c

c

c

⋮ ℝ
C

, (30) 

тогда для полной наблюдаемости пары матриц ( , )−A cLC достаточно, чтобы

( )n Rω ⊥= − ΨI AL C , (31) 

где R
⊥

C  – правый делитель нуля максимального ранга матрицы C ; Ψ – под-

ходящая по размеру матрица полного ранга с произвольными элементами

из ℂ ; ω – произвольный скаляр из ℂ , не совпадающий с вещественными

собственными значениями матрицы A, имеющими различную алгебраи-
ческую и геометрическую кратности такие, что матрица (31) имеет эле-
менты только из ℝ . 

Теорема 2. Пусть (A, C) – полностью наблюдаемая пара с индек-
сом наблюдаемости µ = n – m + 1, где матрица C имеет вид (30), и
                                                          
1 Матрица не является циклической. 
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пусть выбрана любая матрица 'L из множества матриц (21), тогда за-
кон инъекции выхода

( ) ( )( )' n Rω ⊥= − = − = − − Ψv Ly l y I A l yLLLL C , (32) 

где

( ) ( ) ( )T1 T' , ' , 0 0 1γ −= Ξ − ⋅Ω − ⋅l A A c ⋯OL C L C , (33) 

( )
( ) ( ) ( )1

1 1 0

' ,

' ' ' ,
n n

n n

γ

β β β−
−

Ξ − =

= − + − + + − +

A

A A A I⋯

L C

L C L C L C

(34) 

( ) ( )

( )

T

T
T

1T

'
' ,

'
n−

 
 
 −

Ω − =  
 
  − 

c

c A
A c

c A

⋮O

L C
L C

L C

, (35) 

обеспечивает матрице
T' lc− −A L CL CL CL C заданный характеристический полином

( )T 1
1 1 0det ' n n

n nlcλ λ γ λ γ λ γ−
−− + + = + + + +I A ⋯L CL CL CL C . (36) 

При этом параметризация множества законов обратной связи (27), обес-
печивающих характеристический полином (36), осуществляется с помо-
щью изменения варианта разбиения матрицы C, варьирования элементов

матрицы Ψ и скаляра ω. 
Модальный синтез управления электрической станцией, ра-

ботающей на шину бесконечной мощности. Рассмотрим пример

синтеза управления на основе предложенного обобщения формул

Аккерманна для электрической станции, представляющей собой од-
номашинную систему, работающую на шину бесконечной мощности

(рис. 1) [9].  
Структурная схема данной ЭС, разработанная Филлипсом и Хеф-

фроном, приведена на рис. 2. Числовые параметры модели представ-
лены на рис. 3. Будем рассматривать данную ЭС без учета системного

стабилизатора (PSS – Power System Stabilizer), считая, что соответ-
свующие ему связи разомкнуты.  



Синтез управления энергетической системой

на основе обобщенной формулы Аккерманна

409 

TX LX

Г

TU

BU

Рис. 1. Схема одномашинной ЭС: XT, XL – реактансы соответственно трансформатора и ли-
нии; UT, UB – соответствующие напряжения

Рис. 2. Структурная схема модели ЭС Филлипса и Хеффрона

Synchronous machine: 3-phase, 160 MVA, pf = 0,894, xd = 1,7, xq = 1,6, x’
d = 0,245 p.u., 

τ’
do = 5,9, H = 5,4 s, ωr = 314 rad s−1. 

Type-I exciter: KA = 50, KE = −0,17, SE = 0,95, KF = 0,04, KR = 1, K0 = 1, τA = 0,05, τE = 0,95, 
τF = 1,0, τR = 0,05, τ0 = 10,0, τ1 = τ3 = 0,40, τ2 = τ4 = 0,092 s. 
External system: Re = 0,02, Xe = 0,04 p.u. (on 160 MVA base). 
Operating point: Po = 1,0, Q0 = 0,5, EFD0 = 2,5128, Eq0 = 0,9986, νr0 = 1,0, Tm0 = 1,0 p.u., 
δ0 = 1,1966 rad, K1 = 1,1330, K2 = 1,3295, K3 = 0,3072, K4 = 1,8235, K5 = −0,0433, K6 = 0,4777. 

Рис. 3. Числовые параметры модели ЭС Филлипса и Хеффрона

Осуществляя преобразование данной ЭС к виду (12), получим чи-
словые матрицы для полностью управляемой и наблюдаемой

MIMO-системы: 
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20 0,04211 0 0 0 0,04 20

1000 0,8211 0 0 0 0 0
0 1,053 0,5517 0 572,6 0 0

0 0 0,0751 0 118,6 0 0
0 0 0 0,093 0 0 0

0 1,053 0 0 0 1 0

0 0 0,081 0 13,6 0 20

− − − 
 −
 

− − 
 − −=  
 
 −
 
 − − 

A ; (37) 

1 0

0 0
0 0 0 0 0,081 0 13,596 0 0
0 1 , 0 0 0 0,093 0 0 0
0 0 0 0 0 0 314 0 0
0 0

0 0

 
 
 

   −
  = =   
    

 
 
 
 

B C . (38) 

Входной и выходной векторы равны

,
T

m

ref

U
T

U
δ
ω

 
∆   

= =   ∆ 
  
 

u y . (39) 

Без учета работы системного стабилизатора моды колебаний ЭС оп-
ределяются следующим множеством комплексных чисел: 

{ }18,996 2,017; 0,211 3,188; 2,133; 0,912 1,363j j j− − ± − − ±∓ . (40) 

Поскольку, согласно теореме о разделении [3], синтез регулятора

в цепи обратной связи и наблюдателя состояния можно осуществлять

раздельно, рассмотрим только модальный синтез регулятора. Для этого

воспользуемся теоремой 1. 
Предположим, что синтезируемый регулятор должен обеспечить

быстросходящиеся процессы, определяемые следующим полиномом: 

7 6
6 1 0

7 6 5 4 3 242 550 43249 8668 20562 27642 21389.

λ β λ β λ β
λ λ λ λ λ λ λ

+ + + + =

= + + + + + + +

⋯
(41)
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Следуя теореме 1, введем разбиение матрицы В:

( )

0 1 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 1 0, ,
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

     
     
     
     
     = = = =     
     
     
     
     
     

B b bB B . (42) 

Вычислим далее матрицу-делитель нуля L
⊥

B : 

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

L
⊥

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

B , 

и выберем (будем считать, что произвольно) 

( )1, 0 0 0 1 1 1ω = Θ = . 

Найдем по формуле (29) матрицу обратной связи: 

( )' 0 1,0526 0,081 0,0926 14,5962 2 21= − − −K . 

Выполняя далее вычисления по формуле (28), получим  

( )T 2,2802 0,0666 0,1729 0,0747 16,5598 0,0622 20,8144= − − −k , (43) 

при этом

( ) ( )T

7 6 5 4 3 2

det ' det

42 550 43249 8668 20562 27642 21389,

n nλ λ

λ λ λ λ λ λ λ

− + + = − + =

= + + + + + + +

I A bk I A BKBKBKBKBK

что и требовалось показать. 
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Нормализованные графики переходных процессов исходной ЭС и

замкнутой найденным регулятором приведены на рис. 4. Рис. 4, а соответст-
вует реакции на ступенчатое изменение ∆Uref, рис. 4, б – ∆Tm. Жирными ли-
ниями выделены графики переходных процессов исходной системы. 

A
m

pl
itu

de

From: Step1 (pt. 1)

T
o:

 T
ra

ns
fe

r 
F

cn
4 

(p
t. 

1)
T

o:
 T

ra
ns

fe
r 

F
cn

3 
(p

t. 
1)

From: Step (pt. 1)

T
o:

 S
um

3 
(p

t. 
1)

а)    б) 

Рис. 4. Нормализованные графики переходных процессов ЭС

Варьируя параметры (29), можно найти другие матрицы регулятора, 
обеспечивающие тот же самый заданный характеристический полином. 

Реализовать предложенный подход к синтезу закона обратной связи

MIMO-системы можно с помощью несложной модификации функции

ackerпрограммного продукта MATLAB. 

Заключение

Предложенное обобщение на MIMO-системы расчетных формул

Аккерманна и Басса-Гура позволяет осуществлять синтез регуляторов и

наблюдателей состояния по заданным характеристическим полиномам. 
Предложенный подход дает возможность решать задачи синтеза управ-
ления ЭС без ограничений на количество входов (выходов), а также по-
лучать параметризацию множества регуляторов и наблюдателей. 
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УДК 519.6 

НОВЫЙМЕТОД СТАБИЛИЗАЦИИ
ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

М.Ш. Мисриханов, д-р техн. наук, В.Н. Рябченко, д-р физ.-мат. наук

Введение. Задача стабилизации линейной динамической системы в
той или иной постановке рассматривалась в многочисленных работах
(см., например, [10 – 21]), но до сих пор не утратила своей актуальности.  

Рассмотрим линейную динамическую систему с многими входами и
многими выходами (MIMO – Multi Input Multi Output) 

,σ = + =x Ax Bu y Cx , (1) 

где n∈x ℝ  – вектор состояния; r∈u ℝ  – вектор входа; m∈y ℝ  – вектор вы-

хода; ℝ  – множество действительных чисел; σ – символ, обозначающий при
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( ) ( )t tσ =x xɺ

непрерывную, а при

( ) ( 1)t tσ = +x x

дискретную систему. 

Предполагается, что матрицы n r×∈B ℝ и m n×∈C ℝ имеют полные

ранги, а матрица n n×∈A ℝ заведомо неустойчива, т.е. множество ее
собственных значений

( ) ( ){ }eig : det 0i nλ λ= ∈ − =A I Aℂ , 

где nI  – единичная матрица размера n n× ; ℂ  – множество комплексных

чисел (комплексная плоскость), обязательно включает такие iλ ∈ℂ , что

выполняются условия

( )Re 0iλ > для случая ( ) ( )t tσ =x xɺ

и  

( )Re 1iλ > для случая ( ) ( 1)t tσ = +x x . 

В дальнейшем ℂ
stab, в зависимости от типа изучаемой

MIMO-системы (непрерывной или дискретной), будет обозначать соот-

ветственно левую полуплоскость −
ℂ либо область внутри круга единич-

ного радиуса с центром в начале ℂ . 
Считается, что для MIMO-системы (1) существует управление с об-

ратной связью
=u Fx , (2) 

где r n×∈F ℝ  – матрица регулятора по состоянию, либо

= =u y KCx , (3)

где r m×∈K ℝ  – матрица регулятора по выходу. 
Управление системой (1) с помощью законов (2) и (3) является клас-

сической задачей, когда необходимо найти такие матрицы F и K, что
обеспечиваются некоторые заданные требования к процессу управления. 
Эти требования условно можно разделить на три группы [16]: 
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а) требования на размещение полюсов замкнутой системы (собст-

венных значений матриц A + BF, A + BKC) в заданных точках ℂstab или

в заданной области1
ℂ

stab; 
б) требования на размещение полюсов и нулей (тех или иных нулей

передаточной матрицы MIMO-системы [20, 21]) замкнутой системы в за-

данных точках ℂstab или заданных областях ℂstab; 
в) требования к переходным процессам в замкнутой системе в смыс-

ле минимума заданного функционала. 
Требование (a) распространяется на все известные постановки зада-

чи стабилизации. При этом, как правило, выдвигаются дополнительные
требования полной управляемости и полной наблюдаемости системы.  

Наиболее ярко требование (a) выражается в постановках модального
управления [10, 11, 13 – 16, 19 – 21]. 

Хорошо известно, что характеристические полиномы  

( )det nλ − +I A BF , (4)

( )det nλ − +I A BKC , (5)

где λ = s для случая ( ) ( )t tσ =x xɺ и λ = z для случая ( ) ( 1)t tσ = +x x , за-

дают распределение полюсов замкнутой системы на ℂ . В этом смысле
они являются определяющими для устойчивости MIMO-системы (1). На-
кладывая требования на желаемое в смысле требования (a) распределение
полюсов, можно обеспечить устойчивость и (опосредованно) качество
переходных процессов в замкнутой системе . 

Требования на распределение полюсов можно задавать с помощью
разложения полиномов (4), (5) на множители, например, 

( ) ( )( ) ( )1 2det n nλ λ λ λ λ λ λ− − = − − −I A BF ɶ ɶ ɶ⋯ , (6)

где iλɶ  – заданные значения корней полинома (собственные значения

матрицы A + BF), или разложения матрицы

1−+ = ΛA BF W W , (7)

где Λ – матрица диагонально-клеточного типа; W –матрица преобразования.  
                                                          
1 Заданной областью, например, может быть вся левая полуплоскость −

ℂ . 
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В матрице Λ для каждого i-го действительного полюса λi, соответст-
вующего заданному значению корня характеристического полинома (6), 
имеется клетка размера 1 × 1, а для каждой пары комплексно-
сопряженных корней – клетка размера 2 × 2 вида

( ) ( )
( ) ( )

2 2Re Im

Im Re
i i

i i

λ λ
λ λ

× 
∈  − 
ℝ . 

Если заданы кратные корни, то это отражается в структуре матрицы Λ, 
как это делается в жордановой форме матрицы [22]. 

Еще одним способом реализации требования (a) является использо-
вание LMI-областей [12, 9, 23]. Пусть D – некоторая заданная область

stab
ℂ в смысле требования (a), тогда существуют определенного вида ли-
нейные матричные неравенства (Linear Matrix Inequalities – LMI), описы-
вающие границы этой области . 

Ниже представлен метод стабилизации по состоянию и выходу ли-
нейной MIMO-системы, т.е. обеспечения выполнения требования (a) для
MIMO-системы (1) с помощью законов (2) и (3) в смысле размещения
собственных значений матриц A + BF, A + BKC в области

stab. В основе
метода лежит специфическое преобразование подобия исходной систе-
мы. При этом в явном виде определяются элементы, изменение которых
с помощью обратной связи позволяет обеспечить устойчивость замкнутой
системы. Никаких дополнительных предположений об управляемости и на-
блюдаемости системы (1) не делается. 

Частный случай стабилизации. Рассмотрим сначала частный, но
весьма важный случай стабилизации MIMO-системы (1). 

Справедливы следующие утверждения. 

Теорема 1. Пусть матрица T ( ) ( )n r n r⊥ ⊥ − × −∈B AB ℝ асимптотически
устойчива, тогда асимптотически устойчива любая матрица A + BF, где

+ += Φ −F B B A (8)

и r r×Φ ∈ℝ  – произвольная асимптотически устойчивая матрица. 
Доказательство теоремы 1. Введем в рассмотрение обратимую

матрицу [25] 
⊥

+

 
 =
 
 

B
T

B
, (9)
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где B⊥T = null(BT) – ортогональная матрица, удовлетворяющая условиям [24] 

r r
⊥

×=B B 0 , (10)
T

n r
⊥ ⊥

−=B B I ; (11)

B+ – псевдообратная матрица Мура-Пенроуза. 
Здесь 0r × r – нулевая матрица размера r × r; In−r – единичная матрица

размера (n −r) × (n − r). 
Нетрудно показать, что матрица (9) имеет обратную

( )
1

1 T

−⊥
− ⊥

+

 
 = =
 
 

B
T B B

B
, (12)

т.е. 

( )T T
n

⊥
⊥ ⊥ ⊥ +

+

 
  = + =
 
 

B
B B B B BB I

B
, (13)

( )T

( )

n r r r

r n r r

⊥
− ×⊥

+ × −

   
  =  

     

IB
B B IB

0

0 . (14)

Выполним преобразование подобия матрицы n n×∈A ℝ следующего
вида: 

( )
T

1 T
T

⊥ ⊥ ⊥ ⊥
− ⊥

+ + ⊥ +

   
   = =
   
   

B B AB AB B
TAT A B B

B B AB B AB
. (15)

Рассмотрим далее преобразование вида (15) для матрицы A + BK. 
Получим

( ) ( ) ( )
( ) ( )

T
1

T
.

⊥ ⊥ ⊥
−

+ ⊥ +

 + +
 + =
 + + 

B A BF B B A BF B
T A BF T

B A BF B B A BF B
(16)

В силу (10), (11), правая часть уравнения (16) преобразуется к виду

( )
T

1
T T

.
⊥ ⊥ ⊥

−
+ ⊥ ⊥ +

 
 + =
 + + 

B AB B AB
T A BF T

B AB FB B AB FB
(17)
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Приравняем правую часть (17) к следующей матрице: 

T

( )r n r

⊥ ⊥ ⊥

× −

 
 

Φ 
 

B AB B AB

0
. (18)

В результате поблочного сравнения матриц получим уравнение от-

носительно матрицы r n×∈F ℝ : 

( ) ( ) ( ) ( )

T T

n r n r r r n r n r r r− × − × − × − ×

+ ⊥ + ⊥

   
   =
   − Φ −   B AB B AB FB FB

0 0 0 0
(19)

или в другом виде

( ) ( )T T+ ⊥ + ⊥− Φ − =B AB B AB F B B . (20)

Используя свойство (12), перейдем от (20) к равенству

( )T
⊥

+ ⊥ +
+

 
 − Φ − =
 
 

B
B AB B AB F

B
, (21)

или  

( )T+ + ⊥ ⊥ += Φ − +F B B A B B BB . (22)

С учетом свойства (13) от формулы (22) приходим к формуле (8). 

Таким образом, если матрица r n×∈F ℝ имеет вид (8), тогда правая
часть преобразования (17) равна (18). В силу блочно-треугольной струк-
туры эта матрица является асимптотически устойчивой, если асимптоти-

чески устойчивы матрицы T⊥ ⊥B AB и Ф. Но это и вынесено в формули-
ровку теоремы. 

Доказательство закончено. 

Пусть далее ( )null⊥ =C C  – ортогональная матрица, удовлетворяющая

следующим условиям: 

m m
⊥

×=CC 0 , (23)
T

n m
⊥ ⊥

−=C C I , (24)
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и C+ – псевдообратная матрица Мура-Пенроуза. 

Теорема 2. Пусть матрица T⊥ ⊥B AB асимптотически устойчива, то-
гда асимптотически устойчива любая матрица A + BKC, где

( )+ + += Φ −K B B A C (25)

и r r×Φ ∈ℝ  – любая асимптотически устойчивая матрица, удовлетво-
ряющая условию

+ ⊥ + ⊥Φ =B C B AC . (26)

Доказательство теоремы 2. Рассмотрим преобразование подобия

( ) 1−+T A BKC T , 

где T имеет вид (9). В результате получим

( )
T

1
T T

.
⊥ ⊥ ⊥

−
+ ⊥ ⊥ +

 
 + =
 + + 

B AB B AB
T A BKC T

B AB KCB B AB KCB
(27)

Приравняем правую часть (27) к матрице (18). В результате поблочного

сравнения матриц получим уравнение относительно матрицы r m×∈K ℝ : 

( ) ( ) ( ) ( )

T T

n r n r r r n r n r r r− × − × − × − ×

+ ⊥ + ⊥

   
   =
   − Φ −   B AB B AB KCB KCB

0 0 0 0
(28)

или в другом виде

( ) ( )T T+ ⊥ + ⊥− Φ − =B AB B AB KC B B . (29)

Используя свойство (12), перейдем от (29) к уравнению

( )T
⊥

+ ⊥ +
+

 
 − Φ − =
 
 

B
B AB B AB KC

B
. (30)
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Уравнение (30) разрешимо относительно матрицы r m×∈K ℝ , если и
только если выполняется условие

( )T
( )r n m

⊥
+ ⊥ + ⊥

× −+

 
 − Φ − =
 
 

B
B AB B AB C

B
0 . (31)

После соответствующих преобразований условие (31) принимает

вид (26). Если же оно выполняется, то матрица r m×∈K ℝ равна (25) [25]. 
Это и требовалось доказать. 

Доказательство закончено. 
Общий случай стабилизации. Недостатком приведенных утвер-

ждений является тот факт, что в общем случае для системы (1) не гаран-

тируется асимптотическая устойчивость матрицы T ( ) ( )n r n r⊥ ⊥ − × −∈B AB ℝ . 
Поэтому рассмотрим следующие утверждения. 

Теорема 3. Пусть для случая ( ) ( )t tσ =x xɺ выполняется матричное

неравенство Ляпунова

TT T

0
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥   

+ <   
   
   

B AB B AB B AB B AB
Z Z

X Y X Y
, (32)

а для случая ( ) ( 1)t tσ = +x x  – матричное неравенство Ляпунова

TT T

0
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥   

− >   
   
   

B AB B AB B AB B AB
Z Z

X Y X Y
, (33)

где T 0= >Z Z , ( )r n r× −∈X ℝ , r r×∈Y ℝ  – искомые матрицы, тогда асим-
птотически устойчива любая матрица A + BF, где

⊥ + += + −F XB YB B A . (34)

Теорема 4. Пусть для случая ( ) ( )t tσ =x xɺ выполняется матричное

неравенство Ляпунова (32), а для случая ( ) ( 1)t tσ = +x x  – матричное не-

равенство Ляпунова (33). Пусть также выполняется условие

( ) ( )r n m
⊥ + + ⊥

× −+ − =XB YB B A C 0 , (35)
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тогда асимптотически устойчива любая матрица A + BKC, где

( )⊥ + + += + −K XB YB B A C . (36)

Доказательство теорем 3 и 4 осуществляется по аналогии с доказа-
тельством предыдущих теорем и с учетом того факта, что если для неко-

торой матрицы n n×∈M ℝ выполняются неравенства Ляпунова

T T0, 0+ < = >M P PM P P  (для случая ( ) ( )t tσ =x xɺ ), 
T T0, 0− > = >P M PM P P  (для случая ( ) ( )t tσ =x xɺ ), 

то эта матрица является асимптотически устойчивой [12, 9, 23]. 
Обсуждение результатов. Ключевым объектом в предыдущих рас-

суждениях являлась форма матрицы преобразованной MIMO-системы. 
Для простоты далее будем рассматривать матрицу замкнутой системы
следующего вида:  

T
( ) ( )

TT

n r n r r r
⊥ ⊥ ⊥

− × − ×

⊥+ ⊥ +

   
   = +

  
  

B AB B AB
A

FB FBB AB B AB
ɶ

0 0
. (37)

Эта форма уникальна в том смысле, что содержит в явном виде эле-
менты, которые могут быть изменены подходящим образом в смысле
решения задачи стабилизации с помощью закона обратной связи (2). Для
системы с одним входом (SIMO – Single Input Multi Output) подобным
свойством обладает каноническая управляемая форма [21], представ-
ляющая собой для матрицы A сопровождающую форму Фробениуса [22], 
а для вектора B – единичный орт: 

0 1 2 1

0 1 0 0
0

0 0 1 0

,
0

0 0 0 1
1

C C

nα α α α −

 
  
  
  = =   
    

   − − − − 

A B

⋯

⋯
⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

⋯

. (38)

При замыкании обратной связью матрица AC (38) преобразуется к
следующему виду (задача Аккерманна [21, 26]): 
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0 0 1 1 2 2 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1
C

n nf f f fα α α α − −

 
 
 
 =
 
 
 − + − + − + − + 

A

⋯

⋯

ɶ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

⋯

, (39)

где

( ) 1
1 1 0det n n

n nλ λ α λ α λ α−
−− = + + + +I A ⋯ , 

( ) 1
0 1 2 1

n
nf f f f ×

−= ∈F ⋯ ℝ . 

Аналогом канонической управляемой формы SIMO-систем для
MIMO-систем можно считать форму Йокоямы [27, 28]. Однако эта форма
не является канонической, поскольку не является единственной. 

Формулировки, представленные в теоремах 3 и 4, дают возможность
обобщить многие известные методы синтеза управления линейными сис-
темами. Покажем это. 

Пусть решается задача модального управления, где требование (a), 
указанное выше, выражено с помощью матрицы (7). В этом случае при
условии полной управляемости MIMO-системы (1) решение задачи мож-
но представить следующим образом [16, 20]: 

1−=F NW , (40)

где R – решение алгебраического уравнения Сильвестра

− Λ =AW W BN , (41)

а r n×∈N ℝ  – произвольная матрица полного ранга. 
Сопоставим (34) и (40), в результате после соответствующих преоб-

разований получим

( ) ( )1 T 1,− + ⊥ − += + = +X NW B A B Y NW B A B . (42)

Пусть далее матрица F ищется с целью удовлетворения требова-
ния (б) и для этой цели используется подход (задача) Эрзбергера [29]. 
При выполнении условия разрешимости задачи Эрзбергера

( )( )n mdl n n
+

×− − =I BB A A 0
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ее решение имеет вид

( )mdl
+= −F B A A . (43)

Здесь Amdl – матрица желаемой модели (эталона). 
Выполняя сопоставление (34) и (43), как это сделано ранее, при-

ходим к формулам

T ,mdl mdl
+ ⊥ += =X B A B Y B A B . (44)

Если решается задача линейно-квадратического оптимального
управления с функционалом Летова-Калмана [11, 20] (см. требова-
ние (в)), тогда  

1 T−=F R B P , (45)

T 0= >P P – решение алгебраического уравнения Риккати

T 1 T T, 0−+ − = − = ≥A P PA PBR B P Q Q Q . 

При этом в матрице (34) элементы X и Y будут равны

( ) ( )1 T T 1 T,− + ⊥ − += + = +X R B P B A B Y R B P B A B . (46)

Заметим также, что к виду (42) приводится решение задачи ста-

билизации в LMI- области. Например, если D −⊂ ℂ  – окружность с ра-
диусом γ, то N и W – решение линейных матричных неравенств [12] 

T T T 0, 0
γ

γ
− + 

< > 
 + − 

W W AW + BN
W

W WA + N B W
. 

Наконец, в простейшем случае управления SIMO-системой (см. (39)) 
элементы X и Y определяются как

( )0 1 2 1,n nα α α α− −= =X Yɶ ɶ ɶ ɶ⋯ , (47)

где

( ) 1
1 1 0det n n

n nλ λ α λ α λ α−
−− − = + + + +I A BF ɶ ɶ ɶ⋯ . 
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Остановимся вкратце на матричных неравенствах (32), (33). Запи-
шем, например, (32), представляя матрицу Z = ZT > 0 в следующем блоч-
ном разбиении: 

T
11 21 T T

11 11 22 22
11 22

, ,
 
 = = =
 
 

Z Z
Z Z Z Z Z

Z Z
. (48)

В результате получим

T T T T T T
11 21 11 21

T T T T
21 22 21 22

0
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

⊥

     
    + < 

          

B A B X Z Z Z Z B AB B AB

X YB A B Y Z Z Z Z
. (49)

Раскрывая далее (49) с точностью до выделенных блоков, получим
систему билинейных неравенств

T T T T
11 21 11 21

T T T T
21 22 11 21

T T T T T
11 21 21 22

T T T T T
21 22 21 22

0,

0,

0,

0.

⊥ ⊥ ⊥ ⊥

⊥ ⊥ ⊥

⊥ ⊥ ⊥

⊥ ⊥

 + + + <


+ + <


+ + + <
 + + <

B AB Z X Z Z B AB Z X

B AB Z X Z Z B AB + Z Y

B A B Z Y Z Z B AB Z X

B A B Z Y Z Z B AB + Z Y

(50)

Решение системы неравенств (50), как и (33), по всей видимости, 
будет вызывать существенные трудности вычислительного характера с
ростом размерности пространства состояний. Одним из способов преодо-
ления этого является рандомизация [30]. В данном случае суть подхода
заключается в формировании процедуры генерации матриц вида  

T⊥ ⊥ ⊥ 
=  
 
 

rand

B AB B AB
A

X Y
, (51)

где ( )r n r× −∈X ℝ , r r×∈Y ℝ таковы, что все элементы множества собст-
венных значений  

( ) ( ){ }eig : det 0λ λ= ∈ − =ℂrand i n randA I A

лежат в области ℂstab. 
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Примеры стабилизации. Рассмотрим числовые примеры для слу-
чая ( ) ( )t tσ =x xɺ .  

Пример 1.Пусть задана управляемая пара матриц

2 1 3 6 0 0

1 1 1 1 0 0
,

1 5 7 1 1 0

2 1 2 3 0 1

− − −   
   − −   = =   − −
   
   −   

A B , (52)

где A – неустойчивая матрица, поскольку ее собственные значения равны

{ }eig( ) 1,3047, 0,2916 3,0407 , 7,7214= − ± ⊄ ℂstabiA . 

Вычислим матрицы B⊥ и B+. Получим

T
1 0 0 0

,
0 1 0 0

⊥ + 
= =  
 

B B B . 

Найдем матрицу B⊥AB⊥T: 

T
2 1

1 1
⊥ ⊥ − − 

=   − 
B AB , 

и определим ее собственные значения: 

( ) { }Teig 1,5 0,8660⊥ ⊥ = − ± ⊂ ℂstabiB AB . (53)

Из (53) следует, что матрица B⊥AB⊥T асимптотически устойчивая и, 
следовательно, можно воспользоваться формулой (8) из теоремы 1. Вы-
берем в качестве матрицы Ф следующую асимптотически устойчивую
матрицу: 

a b

b a

− 
Φ =   − − 

, 

где a > 0 и b – произвольные числа. Тогда закон стабилизации (2) систе-
мы (1) будет иметь вид
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1 5 7 1
2 1 2 3

a b
b a

+ + − − − + = Φ −  − − − + − − 
F B B A = . (54)

При этом собственные значения матрицы A + BF равны

{ }eig( ) 1,5 0,5 3 ,+ = − ± − ± ⊂ ℂstabi a biA BF (55)

и свидетельствуют об успешном решении задачи стабилизации системы (1), 
заданной парой матриц (52), с помощью закона управления (2), (54). 

Пусть далее матрица A принимает вид

2 1 0 0
1 1 0 0
1 5 7 1

2 1 2 3

− − 
 −

=  − − 
 − 

A . (56)

Матрица (56) имеет собственные значения  

{ }eig( ) 1,5 0,8660 , 2,5505, 7,4495= − ± ⊄ ℂstabiA , 

как и в предыдущем случае указывающие на ее неустойчивость. Более
того, пара матриц (A, B), где B взята из (52), оказывается неуправляемой, 
поскольку

( )2 3rank 2 4= <B AB A B A B . 

Тем не менее закон стабилизации (2) с матрицей (54) обеспечивает
матрице A + BF собственные значения (55), т.е успешно стабилизиру-
ет систему (1).  

Пример 2.Пусть далее у системы (1) матрица C имеет вид

1 5 10 1

1 0 5 5

− − − − 
=   − − 

C , (57)

при этом

0,9677 0,0710 0,0209 0,0377
0,0460 0,8468 0,0562 0,0484

,
0,0495 0,3798 0,0639 0,0429
0,2430 0,3656 0,597 0,1495

⊥ +

− − −   
   − − −
   = = −   
   − −   

C C , 
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матрица A равна (56), а матрица B взята из (52). Рассмотрим задачу ста-
билизации этой системы с помощью закона (3). 

Проверим выполнение условия (26) из теоремы 2. Для этого вычис-

лим матрицы + ⊥B C и + ⊥B AC и получим

0,0495 0,3798 1,3008 2,0124
,

0,2430 0,3656 1,2593 0,3677
+ ⊥ + ⊥ −   

= =      − −   
B C B AC . (58)

Здесь матрица + ⊥B C  – обратимая, поэтому для обеспечения выполнения
условия (26) матрица Ф должна иметь единственный вид

( ) 1−+ ⊥ + ⊥Φ = B AC B C . (59)

Вычислим (59) с учетом (58). В результате получим

13,0 8,0

5,0 6,2

− 
Φ =   − 

. (60)

Собственные значения матрицы Ф (60) равны

( ) { }eig 16,7805, 2,4195Φ = − − ⊂ ℂstab , 

следовательно, она асимптотически устойчивая и может быть использо-
вана для формирования матрицы K по формуле (25). Выполняя соответ-
ствующие вычисления, получим

( ) 1,0 2,0

0,2 1,8
+ + + − 

= Φ − =   
 

K B B A C . (61)

В результате закон стабилизации (3) с матрицами (57) и (61) обеспе-
чивает матрице A + BKC собственные значения

{ }eig( ) 1,5 0,8660 , 16,7805, 2,4195+ = − ± − − ⊂ ℂstabiA BKC .

Таким образом, задача стабилизации системы (1), заданной трой-
кой матриц (56), (57) и B – из (52), решена с помощью закона (3), где
K имеет вид (61). 
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Заметим, что закон (3) с матрицей K (61) решает задачу стабилиза-
ции тройки матриц (52), (57). 

Пример 3.В качестве еще одного примера рассмотрим задачу стаби-
лизации системы (1) с матрицами  

2,2374 1,2287 0,4531 0,7988
1,0976 0,2074 1,3995 0,8968
0,0016 0,2209 0,4620 0,1379
1,6146 1,0061 0,0327 1,6191

− − − 
 
 = − − 
 − − − 

A , (62)

0,5266 0,2486
0,6855 0,1025
0,2684 0,0410
1,1883 2,2476

− 
 −
 = − − 
 − − 

B , (63)

элементы которых распределены по псевдонормальному закону. 
Матрица (62) неустойчива, поскольку в множестве собственных

значений

{ }eig( ) 1,5929 1,5308 , 1,0175, 0,0922= − ± − ⊄ ℂstabiA

имеет положительное число. 
Вычислим матрицы В⊥ и В+: 

T T

0,1854 0,7399 0,6276 0,3523
0,1582 0,6699 0,7131 0,3651

,
0,9688 0,0346 0,2411 0,1087
0,0454 0,0507 0,0975 0,3913

⊥ +

− − −   
   − −
   = =− −   
   − − − −   

B B , 

и найдем матрицы В⊥
АВ

⊥Т и В⊥
АВ. 

Сформируем заданные элементы матрицы (51) и с помощью функ-
ции randn программы MATLAB [31] найдем устойчивую матрицу. 
В данном случае она имеет вид

T

0,6943 0,0975 0,2207 0,3347

0,6118 1,1475 2,4991 0,4782
0,6382 0,3356 0,9413 0,0001

0,002 0,2751 0,0001 0,3299

⊥ ⊥ ⊥
− − 
   − −
 = =   − − − −    − − − 

rand
B AB B AB

A
X Y

, (64)
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а ее собственные значения равны

( ) { }eig 1,8767, 1,1176, 0,0594 0,2906= − − − ± ⊂ ℂstab
rand iA . (65)

Согласно (65), матрица (64) является асимптотически устойчивой, 
поэтому можно воспользоваться формулой (34) из теоремы 3. 

Выполняя соответствующие вычисления, получим матрицу  

0,5552 0,1271 1,4391 1,0621

0,5640 0,0032 0,3335 1,1423

− 
=   − − − 

F

для закона (2), при этом

( ) { }eig 1,0081 0,8371 , 0,5484 0,0883+ = − ± − ± ⊂ ℂstabi iA BF . 

Это и требовалось доказать. 
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РАНДОМИЗИРОВАННЫЕ АЛГОРИТМЫ
ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНВАРИАНТНЫХ НУЛЕЙ
ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

М.Ш. Мисриханов, д-р техн. наук, В.Н. Рябченко, д-р физ.-мат. наук  

Введение. В классической теории регулирования, оперирующей с

системами с одним входом и выходом, основополагающим является по-
нятие передаточной функции

( ) ( )
( ) ,

( ) ( )

y
f

u

ψ λ λλ λ
ϕ λ λ

= = ∈ℂ , (1)

где ( ), ( ) ( )ϕ λ ψ λ λ∈ℝ  – полиномы степени n и m соответственно; y(λ) и

u(λ) – изображения Лапласа соответственно выходного и входного сиг-
налов; ℂ  – множество комплексных чисел. 
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Если выполняется строгое неравенство n > m, то передаточную функ-
цию (1) называют строго собственной (каузальной), при n = m  – просто соб-
ственной (бикаузальной). Если же n < m, то (1) называется некаузальной. 

Системы с представлением (1) часто именуются SISO-системами
(Single Input Single Output Systems). 

Корни полиномов ϕ(λ) и ψ(λ) получили название соответственно
полюсов и нулей передаточной функции (1). Заметим, что у строго кау-
зальной передаточной функции SISO-системы число полюсов всегда пре-
восходит число нулей. У бикаузальной

1
передаточной функции эти числа

совпадают. У некаузальных
2
передаточных функций число нулей всегда

больше числа полюсов. 
Понятия полюсов и нулей играют основополагающую роль при ана-

лизе и синтезе SISO-систем. 
С середины прошлого века наблюдался все возрастающий интерес к

обобщению фундаментальных понятий нулей и полюсов классической
теории регулирования на многомерные системы с несколькими входами
и выходами (Multi Input Multi Output Systems – MIMO-systems). Харак-
терным примером является известный метод модального синтеза, кото-
рый может быть рассмотрен как своеобразное обобщение на многомер-
ный случай классического метода сдвига полюсов передаточной функ-
ции. Однако если обобщение понятия «полюс» у исследователей не вы-
звало особого труда (полюса передаточной матрицы многомерной систе-
мы с реализацией в пространстве состояний совпадают с собственными
значениями или элементами спектра матрицы, представляющей ее пол-
ностью управляемую и наблюдаемую подсистемы), то для понятия
«нуль» долго не был найден адекватный аналог. 

Рассмотрим математическую модель электроэнергетической систе-
мы (ЭЭС) в виде линейной MIMO-системы (Multi Input Multi Output Sys-
tem) с представлением в пространстве состояний

0( ) ( ) ( ), (0) , ( ) ( ),x t x t u t x x y t x t= + = =A B Cɺ (2)

где x(t) ∈ n – вектор состояния; u(t) ∈ r – вектор входа; y(t) ∈ m – век-
тор выхода; r < n, m < n; A, B, C – числовые матрицы;  – множество дей-
ствительных чисел. 
                                                          
1 Бикаузальные передаточные функции появляются, например, при исследовании группого

действия статической обратной связи по состоянию. 
2 Некаузальные передаточные функции могут возникать при декомпозиции или рекомбина-
ции каузальных систем. Примерами являются задачи оптимальной ганкелевой аппроксима-
ции, спектральной факторизации, согласования моделей, оценивания спектра мощности, 
разнообразные обратные задачи, общие гамильтоновы задачи и т.д. 
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Передаточная матрица MIMO-системы (2) при нулевых начальных

условиях вычисляется по известной формуле  

( )

11 12 1

21 22 21

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

r

r
n

m m mr

f f f

f f f

f f f

λ λ λ
λ λ λ

λ λ

λ λ λ

−

 
 
 = − =  
 
 
 

F C I A B

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

, (3)

где In – единичная матрица размера n × n; 

( ) 1 ( )
( )

( )
ij

ij i n j
ij

f c I b
ψ λ

λ λ
ϕ λ

−= − =A ; (4)

( )

1

1 , .n r m n
ij r

m

c

cb b b

c

× ×

 
 
 
 = ∈ = ∈
 
 
 
 

B C

⋮

⋯ ⋯ ℝ ℝ

⋮

В передаточной матрице (3) каждый элемент fij(λ) представляет собой
передаточную функцию, связывающую i-й вход и j-й выход системы (2). 

Попытки соотнести понятие нуля линейной многомерной системы с

корнями λk полиномов числителей ψij(λ) передаточной функции fij(λ) ока-
зались безрезультатными, поскольку нули SISO-системы (1) и значения

корней λk  полиномов ψij(λ) обладают различными свойствами. Так, если
в SISO-системе (1) значение комплексной частоты α экспоненциального

входного сигнала (пропорционального eαt) совпадает с каким-либо кор-
нем полинома ψ(λ) – нулем f(λ), тогда f(α) = ψ(α)/ϕ(α) ≡ 0, т.е. вынуж-
денная составляющая выхода SISO-системы тождественно равна нулю. 
В многомерном случае аналогичный факт наблюдается, когда каждый

элемент числителей fij(λ) имеет множитель ψ(λ), т.е. 

( ) ( ) ( )ij ijψ λ ψ λ ψ λ= .

Тогда при совпадении комплексной частоты α экспоненциального

входного сигнала с каким-либо нулем ψ(λ) передаточная матрица
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( ) 1
( ) 0nα α −= − ≡F C I A B

и выход системы (2) будут тождественен нулю. Для передаточной матри-
цы F(λ) общего вида при совпадении α с каким-либо корнем полиномов

ψij(λ) обнуляется лишь один или несколько элементов F(λ), выход же

системы в общем случае не будет нулевым. 
Адекватное, качественно эквивалентное классическому понятие ну-

ля многомерной системы впервые было введено в 1970 г. Розенброком, 
хотя еще ранее некоторые авторы не совсем удачно обращались к кон-
цепции многомерных нулей.  

Введем определение. 
Определение [1]. Комплексное число λ = α*, при котором ранг по

столбцам матрицы  

*
n

m r

α

×

 −
 
 
 

A I B

C 0
(5)

уменьшается, называется инвариантным нулем. 
Здесь 0m×r – нулевая матрица размера m × r. 
Инвариантные нули определяются из  условия [2] 

*
0

0

n

m r

x

u

α

×

  −
=    

  

A I B

C
0

0
, (6)

описывающего процесс полного «блокирования» передачи сигнала как

собственной, так и вынужденной составляющих движения

MIMO-системы. Другими словами, при λ = α*
существуют такие векторы

u0 и x0, что выходная реакция  системы равна нулю. 
Таким образом, задача определения инвариантных нулей

MIMO-системы (2) сводится к обобщенной задаче на собственные значе-
ния в общем случае прямоугольного пучка матриц

,
n

m r

λ
λ

×

− 
∈  

 

A I B

C
ℂ

0
. (7)

Поиск инвариантных нулей для больших MIMO-систем, когда раз-
мерность пространства состояний много больше единицы (n >> 1), натал-
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кивается на серьезные трудности вычислительного характера. Ключевую
роль здесь играют ошибки вычисления [3]. Поэтому необходимы новые

подходы к построению вычислительных алгоритмов. 
Рандомизированное квадрирование MIMO-системы. Практиче-

ский способ вычисления инвариантных нулей MIMO-системы (2) связан
с так называемым квадрированием системы

1. 
Пусть m > r (число выходов системы больше числа входов). Введем

в рассмотрение MIMO-систему

*
0( ) ( ) ( ), (0) , ( ) ( ),Cx t x t u t x x y t x t= + = =A B T Cɺ (8)

где r m
C

×∈T ℝ  – матрица полного ранга по строкам. 

Справедливо следующее утверждение. 
Лемма 1 [1]2. Множество инвариантных нулей MIMO-системы (2) 

всегда является подмножеством множества нулей квадрированной

MIMO-системы (8), но не наоборот. 
Пусть далее r > m (число входов системы больше числа выходов). 

Рассмотрим MIMO-систему

*
0( ) ( ) ( ), (0) , ( ) ( ),Bx t x t u t x x y t x t= + = =A BT Cɺ (9)

где r m
B

×∈T ℝ  – матрица полного ранга по столбцам. 

Справедливо двойственное лемме 1 следующее утверждение. 
Лемма 2 [1]. Множество инвариантных нулей MIMO-системы (2) 

всегда является подмножеством множества нулей квадрированной

MIMO-системы (9), но не наоборот. 
Из лемм 1 и 2 следует, что операция квадрирования в общем случае

вводит в систему новые нули. Это необходимо учитывать при выборе

матриц TC и TB. Одним из способов решения задачи выбора матриц TC и

TB является предлагаемая нами процедура рандомизации. 
Введем в рассмотрение оператор рандомизации Randr×m, генери-

рующий матрицы полного ранга размера r × m. Пусть также Orthr×m – 
оператор ортогонализации матрицы полного ранга размера r × m. Тогда  

( )Orth Randr m r m× × (10)

                                                          
1 «squaring up». 
2 См. также [2]. 
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композиция операторов, результатом действия которой является рандо-
мизированная ортогональная матрица полного ранга. 

Обозначим Ω – множество инвариантных нулей MIMO-системы (2), 
Ω* – множество инвариантных нулей квадрированной MIMO-системы. 
Для определенности далее будем считать, что m > r и квадрированная
система имеет вид (8).  

Пусть *
iΩ , i = 1, 2, … – множества инвариантных нулей квадриро-

ванных MIMO-систем, где  

( )( ) Orth Randi
r m r mC × ×=T . (11)

По аналогии с [4] можно доказать, что в этом случае выполняется
условие

*k
i iΩ = Ω∩ . (12)

Инвариантные нули квадрированной MIMO-системы. Рассмот-
рим обобщенную задачу на (конечные [8, 9]) собственные значения для
квадратного пучка матриц (7): 

n

m m

λ

×

−  
=    

  

A I B X

C Yɶ 0
0

, (13)

где матрицы m m×∈B ℝ и m m×∈Cɶ ℝ имеют полные ранги по столбцам и

строкам соответственно. При этом

( ), Orth RandC C r m r m× ×= =C T C Tɶ . (14)

Проанализируем сначала один из практически значимых случаев, 

когда матрица CBɶ обратима. Этот случай удовлетворяет необходимому

условию стабилизируемости MIMO-системы [7]. 
Справедлива теорема. 
Теорема 1. Множество конечных собственных значений обобщенного

пучка матриц

n

m m

λ

×

− 
  
 

A I B

Cɶ 0

при обратимой матрице CBɶ совпадает с множеством собственных значе-
ний числовой матрицы
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( )( )1T
R n R

−⊥ ⊥= −C I B CB C ACɶ ɶ ɶ ɶA . 

Доказательство теоремы 1. Раскроем билинейное уравнение (13) с
точностью до выделенных блоков: 

( ) ,

.
nλ − + =


=

A I X BY

CXɶ
0

0
(15)

Если система уравнений (15) совместна, тогда из уравнения

=CXɶ 0 (16)
следует, что [5] 

R
⊥=X C xɶ , (17)

где ( )n n m
R
⊥ × −∈Cɶ ℝ  – правый делитель нуля максимального ранга мат-

рицы Cɶ ; n m−∈x ℂ . При этом матрица

T
R
⊥ 

  
 

C

C

ɶ

ɶ
(18)

обратима. 
Предположим, что уравнение (16) справедливо, тогда первое урав-

нение (15) можно переписать с учетом (17) в виде

( )n Rλ ⊥− + =A I C x BYɶ 0 . (19)

Используя (18), выполним невырожденное преобразование урав-
нения (19): 

( )( )
T

R
n Rλ

⊥
⊥ 

− + =  
 

C
A I C x BY

C

ɶ
ɶ

ɶ
0 , (20)

где
T

R R n m
⊥ ⊥

−=C C Iɶ ɶ . (21)

В результате получим систему уравнений

( )T T ,

.

R R n m R

R

λ⊥ ⊥ ⊥
−

⊥

 − + =


+ =

C AC I x C BY

CAC x CBY

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

0

0
(22)
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Пусть m n×≠CBɶ 0 1, тогда решение второго уравнения (22) можно за-

писать в виде

( ) ( )R R
ϕ

⊥⊥= − +
+

Y CB CAC x CBɶ ɶ ɶ ɶ , (23)

где ( )+
CBɶ  – псевдообратная матрица; ϕ  – некоторый вектор подходя-

щей размерности. 

Поскольку предполагается, что матрица CBɶ обратима, то можно

принять ( )
R

⊥
=CBɶ 0  [5]. 

С учетом обратимости CBɶ формула (23) принимает вид  

( ) 1

R

− ⊥= −Y CB CAC xɶ ɶ ɶ . (24)

Подставим (24) в первое уравнение (22). В результате получим

( ) ( ) 1T T
R R n m R Rλ

−⊥ ⊥ ⊥ ⊥
−− − =C AC I x C B CB CAC xɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ 0

или в сгруппированном виде

( )( )1T T
R R R R n mλ

−⊥ ⊥ ⊥ ⊥
−− − =C AC C B CB CAC I xɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ 0 . (25)

Приводя подобные в (25), получим уравнение

( )( )1T
R n R n mλ

−⊥ ⊥
−

 − − = 
 
C I B CB C AC I xɶ ɶ ɶ 0 (26)

и, соответственно, стандартную задачу на собственные значения  

( )n mλ −− =I xA 0 , (27)

где

( )( )1T
R n R

−⊥ ⊥= −C I B CB C ACɶ ɶ ɶ ɶA . (28)

Доказательство закончено. 
                                                          
1 В противном случае инвариантные нули у MIMO-системы отсутствуют [6]. 
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По аналогии с доказательством теоремы 1 доказывается двойствен-
ное утверждение. 

Теорема 2. Множество конечных собственных значений обобщенного

пучка матриц

n

m m

λ
×

 −
 
 

A I B
C

ɶ

0

при обратимой матрице T TB Cɶ совпадает с множеством собственных

значений числовой матрицы

( ) 1T T T T T
L n L

−⊥ ⊥ = − 
 

B A I C B C B Bɶ ɶ ɶ ɶA . (29)

Здесь ( )n m n
L
⊥ − ×∈Bɶ ℝ  – левый делитель нуля максимального ранга матри-

цы Bɶ , удовлетворяющий условию ортогональности

T
L L n m
⊥ ⊥

−=B B Iɶ ɶ . 

Из приведенного выше доказательства теоремы 1 следует, что при

выполнении условия ортогональности матриц  

n n×=CBɶ 0 (30)

система уравнений (22) уступает место следующей системе уравнений: 

( )T T ,

.

R R n m R

R

λ⊥ ⊥ ⊥
−

⊥

 − + =

 =

C AC I x C BY

CAC x

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

0

0
(31)

Нетрудно заметить, что система (31) отвечает обобщенной задаче на
собственные значения квадратного пучка матриц

T T

( ) ( )

R R n m R

R n m n m

λ⊥ ⊥ ⊥
−

⊥
− × −

 −
 
 
 

C AC I C B

CAC

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ 0
. (32)

Если в (32) выполняется условие

( )Tdet 0R R
⊥ ⊥⋅ ≠CAC C Bɶ ɶ ɶ , (33)
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то с учетом соответствующих обозначений к (32) применимы форму-
лировки теоремы 11.  

На основании формулировок теорем 1 и 2 могут быть построены

рандомизированные алгоритмы вычисления инвариантных нулей MIMO-
системы. Рассмотрим это на практическом примере. 

Вычисление инвариантных нулей большой ЭЭС. Найдем реше-
ние задачи вычисления инвариантных нулей большой ЭЭС, состоящей из
25 электрических станций. Математическая модель в фазовых координа-
тах «фазный угол – скольжение генератора» ЭЭС в форме (2) имеет мат-
рицы следующих размеров: 

50 50 50 25 20 50, ,× × ×∈ ∈ ∈A B Cℝ ℝ ℝ . (34)

Портрет матрицы A приведен на рис. 1. При этом

( )25 25
20 20 30

25
,

×
×

 
= =  
 

B C I
I

0
0 . (35)

Другими словами, на каждой из 25 электрических станций имеются соот-
ветствующие регулирующие устройства, измерение же фазовых коорди-
нат осуществляется в режиме on-line только на 20 станциях.  
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Рис. 1. Портрет матрицы A
                                                          
1 Соответствующие рассуждения справедливы и в условиях теоремы 2. 
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Таким образом, пучок матриц (7) в данном случае имеет размеры

70 × 75 и является прямоугольным.  
Рассматриваемая модель статически устойчива, при этом собствен-

ные значения матрицы A равны: 
−1,8744 + 44,3150i  
−1,8587 + 38,7106i  
−0,2143 + 14,3166i  
−0,1833 + 0,6054i   
−0,1832 + 3,6364i   
−0,2121 + 13,2120i  
−0,1660 + 5,2006i   
−0,1896 + 5,8082i   
−0,1820 + 5,9270i   
−0,2036 + 6,5300i   
−0,1554 + 7,1809i   
−0,2143 + 12,5901i  
−0,2143 + 12,5074i  
−0,2140 + 12,5272i  
−0,2036 + 8,3079i   
−0,1933 + 8,8567i   
−0,1988 + 9,0764i   
−0,2025 + 11,7488i  
−0,1989 + 9,7436i   
−0,1359 + 9,9271i   
−0,2119 + 9,9859i   
−0,1971 + 10,8907i  
−0,2089 + 11,1342i  
−0,2053 + 11,2304i  
−0,2142 + 11,4511i

−1,8744 − 44,3150i
−1,8587 − 38,7106i
−0,2143 − 14,3166i
−0,1833 − 0,6054i
−0,1832 − 3,6364i
−0,2121 − 13,2120i
−0,1660 − 5,2006i
−0,1896 − 5,8082i
−0,1820 − 5,9270i
−0,2036 − 6,5300i
−0,1554 − 7,1809i
−0,2143 − 12,5901i
−0,2143 − 12,5074i
−0,2140 − 12,5272i
−0,2036 − 8,3079i
−0,1933 − 8,8567i
−0,1988 − 9,0764i
−0,2025 − 11,7488i
−0,1989 − 9,7436i
−0,1359 − 9,9271i
−0,2119 − 9,9859i
−0,1971 − 10,8907i
−0,2089 − 11,1342i
−0,2053 − 11,2304i
−0,2142 − 11,4511i

Применение к модели ЭЭС стандартной процедуры вычисления ин-
вариантных нулей tzero программной оболочки MATLAB дало отрица-
тельный результат («множество нулей пусто»). 

Используя операторы рандомизации и ортогонализации, сгенериру-
ем множество матриц

{ } ( )25 20 25 20, 1, Orth Randi i k × ×= =T (36)

и построим пучки матриц
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50

20 20
, 1,i i k

λ
×

−  = 
 

A I BT
C 0

. (37)

Для каждой из матриц (37) выполняется условие  

20 20i ×= =CB CBTɶ 0 , (38)

поэтому можно рассмотреть пучки матриц типа (32) 

T T

( ) ( )

R R n m R

R n m n m

λ⊥ ⊥ ⊥
−

⊥
− × −

 −
 
 
 

C AC I C B

CAC

ɶ

0
(39)

и проверить условие типа (33) 

( )Tdet 0R R
⊥ ⊥⋅ ≠CAC C Bɶ . (40)

Поскольку в наших расчетах условие (40) выполняется, можно вос-
пользоваться теоремой 1 и найти собственные значения матриц

( ) 1T
30

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ , 1,i R i i R i k
−⊥ ⊥ = − = 

 
C I B CB C ACA , (41)

где
T Tˆ ˆˆ, ,R R i R i R

⊥ ⊥ ⊥ ⊥= = =A C AC B C B C CACɶ . (42)

Результаты вычислений собственных значений матриц (41) при
k = 500 (т.е. 15 000 собственных значений) в виде их обобщенного порт-
рета представлены на рис. 2. 

Дальнейшие исследования обобщенного портрета показали, что
в области D существуют три группы плотных скоплений претендентов на

инвариантные нули (рис. 3). Центры этих скоплений [10] соответствуют
комплексным частотам, на которых матрица (7) рассматриваемой модели
ЭЭС имеет близкие к нулю минимальные сингулярные значения (данная
матрица близка к потере ранга, что является практическим «индикато-
ром» инвариантного нуля α*). Таким образом, эти частоты можно при-
нять за инвариантные нули ЭЭС (34). 
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Рис. 2. Собственные значения матриц (41) 
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Рис. 3. Собственные значения матриц (41) в области D

С физической точки зрения вычисленные инвариантные нули соот-
ветствуют комплексным частотам, на которых происходит «запирание» 
электрической мощности в ЭЭС. 

На рис. 4 приведена область D Объединенной энергетической сис-
темы Центра (ОЭС Центра) для k = 100. Здесь  
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258 258 258 129 100 258, ,× × ×∈ ∈ ∈A B Cℝ ℝ ℝ . 
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Рис. 4. Собственные значения матриц (41) ОЭС Центра в области D

Область D имеет несколько групп плотных скоплений претенден-
тов на инвариантные нули. Как и в предыдущем случае, центры скоп-
лений соответствуют комплексным частотам, на которых матрица (7) 
модели ОЭС Центра имеет близкие к нулю минимальные сингулярные

значения. Таким образом, эти частоты также можно принять за инва-
риантные нули ОЭС Центра. 
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УДК 621.311 

ЧАСТОТНО-ВРЕМЕННЫЕМЕТОДЫ
В ЗАДАЧАХ ОПРЕДЕЛЕНИЯМЕСТА ПОВРЕЖДЕНИЯ

ЛИНИЙ ЭЛЕКТРОПЕРЕДАЧ

А.Л. Куликов, М.Ш. Мисриханов, доктора техн. наук, 
Д.М. Кудрявцев, канд. техн. наук

Классификация методов определения мест повреждения (ОМП) ли-
ний электропередачи (ЛЭП) основывается, как правило, либо на базовых

физических принципах ОМП (например, импульсные методы, волновые
методы, метод стоячих волн и др.), либо на их частотных характеристи-
ках (высокочастотные, среднечастотные, низкочастотные методы) [1, 2]. 

Импульсные и волновые методы основываются на локационном

принципе, базирующемся на измерении времени запаздывания распро-
страняющегося импульсного сигнала. При этом сигнал может быть полу-
чен искусственным путем (активная локация) − с помощью генератора

зондирующих импульсов, подключенного к ЛЭП (импульсные методы), 
или возникать самостоятельно (пассивная локация), − например, при на-
личии короткого замыкания (К3) на ЛЭП (волновые методы). 

Частотные методы [3] и метод стоячих волн [1, 2] основываются на

измерении частоты электромагнитных колебаний. Измерение в этих ме-
тодах может использоваться активно, когда подключается перестраивае-
мый генератор синусоидальных колебаний (метод стоячих волн), либо
пассивно, когда измеряется частота свободных колебательных состав-
ляющих, возникающих в линии при коротких замыканиях. Следует заме-
тить, что физическая основа частотного метода и волновых методов од-
носторонних измерений практически одна и та же. Различие заключается
в характере измерений: частотные измерения либо временные (например, 
период колебаний свободных составляющих). 
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Ниже рассматриваются частотно-временные методы ОМП ЛЭП, 
связанные с распространением многочастотного сигнала и имеющие

локационный характер (основанные на измерении времени запаздыва-
ния сигнала). Эти методы в основном ориентированы на ОМП кабель-
ных линий, передающих видео- или радиосигналы, однако могут при-
меняться для диагностики ЛЭП. В электротехнической литерату-
ре [1, 2] не рассматривались. 

Физическую основу частотно-временных методов (название введено
авторами) составляют принципы, предложенные в 40 − 50-х годах про-
шлого столетия и реализованные в ряде изобретений [4 − 7]. Типовым
представителем и пионерским техническим решением рассматриваемой

группы методов является устройство [4], схемное решение которого, 
адаптированное к ЛЭП, представлено на рис. 1. Заметим, что такое схем-
ное решение позволяет лишь уяснить физические принципы метода, но
не является законченным и технически реализуемым. 

На рис. 1 источники непрерывных синусоидальных колебаний час-
тот f1 и f2 включены в линию и передают гармонические сигналы в обо-
значенном направлении. Отметим, что здесь и далее не указываются эле-
менты присоединения к ЛЭП. В дальней точке эти гармонические коле-
бания селектируются, усиливаются и выпрямляются, а результирующее

напряжение подается на соответствующее реле. 

  

Генератор f1 Фильтр f1

Усилитель-
выпрямитель

реле

Фиксирующее

устройство

Усилитель-
выпрямитель

Фильтр f2

Генератор f2

Рис. 1. Структурная схема устройства, реализующего частотно-временной метод ОМП
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При отсутствии повреждений любой природы, являющихся причи-
ной прерываний в передаче сигнала по ЛЭП, реле находятся в рабочем

состоянии. Это означает, что токи от источников через контакты реле и

фиксирующее устройство протекают на землю. Фиксирующее устройст-
во находится в нерабочем состоянии. 

При остановах генераторов (рис. 1), волновые колебания частот f1 и
f2 прерываются в точке приема через время, зависящее от условий рас-
пространения для каждой из частот. Такие прерывания приводят к сраба-
тыванию реле в каналах частот f1 и f2 и регистрации разности времени

распространения колебаний f1 и f2 фиксирующим устройством. 
Временная задержка в колебаниях частот f1 и f2 (рис. 2) может быть

использована для ОМП. Известно, что скорость распространения гармо-
нических колебаний на различных частотах зависит от состояния и пара-
метров ЛЭП, и поэтому на основе контроля скорости распространения

колебаний на различных частотах можно получить информацию об осо-
бенностях состояния линии.  

частота
2f1f

время

y

Z

Рис. 2. Зависимость задержки времени распространения колебаний от частоты

Если колебания частот f1 и f2 прилагаются к начальной точке

ЛЭП, имеющей длину L , то разница во времени прихода волн в даль-
ней точке составляет

y Z t− = , 

где Z − время прихода волны f1; y – время прихода волны f2; t – раз-
ность времен. 

Если колебания частот f1 и f2 прерываются в неизвестной точке X, 
лежащей между концами линии длиной L, то волна частоты f1 имеет

большую скорость распространения и поэтому будет принята первой



Частотно-временные методы в задачах
определения места повреждения линий электропередач

447 

на конце линии. Волна частоты f2 придет второй. Соответствующая
разница времен составляет

y Z t′ ′ ′− = . 

Соответственно, длина линии L пропорциональна разности времен

прихода волн частот f1 и f2, т.е. L пропорциональна t, а X пропорциональ-
но t′ . После деления этих соотношений получим

L t

X t
=

′
, 

L t
X

t

′⋅= . 

Таким образом, место повреждения, причиной которого становятся

прерывания, можно определить, зная длину ЛЭП L и, соответственно, 
временные запаздывания t′ и t. 

Другая группа частотно-временных методов [6, 7] использует спе-
цифику изменения скорости распространения волн при повреждении

изоляции ЛЭП и другие ее особенности, связанные с возникновением не-
линейной характеристики на одном из ее участков. Возможно возникно-
вение на этих участках кратных и межмодуляционных частот, связанных
с частотами оригинальных волновых колебаний. 

Так, в одной из работ [7] предлагается следующий метод и устрой-
ство ОМП (рис. 3). Пусть несущая частота одного из колебаний − f1 и со-
ответствующая скорость распространения − V1, а для второго колеба-
ния − соответственно f2 и V2. Пусть X − расстояние от нерегулярности

ЛЭП до точки приема. Тогда 1
1

X
t

V
=  − время распространения колеба-

ний частоты f1 до точки приема, а 2
2

X
t

V
=  − время распространения

колебаний частоты f2. Скорости V1 и V2 принимаются неизменяющи-
мися по всей длине L. 

Расстояние до места повреждения, зависящее от регистрируемой

разности времен, может быть рассчитано в соответствии с формулой  
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1 2
1 2

2 1

( )
V V

X t t
V V

= −
−

. 

Работа устройства (рис. 3), реализующего такой способ ОМП, со-
стоит в следующем. Источник колебаний – генератор частоты f1 − под-
ключается к линии через модулятор и фильтр. Он посылает в линию ко-
лебания частот f1 ± m, где m  – низкая частота. Второй генератор форми-
рует частоты f2 ± f1 (f2 – отличная от f1 частота), которые, проходя через

фильтр, направляются в линию. Вспомогательный источник генерирует

колебания низких частот m, которые могут быть подключены через кон-
такты выключателя к модулятору. 

Электромагнитные волны от генератора f1 ± m, прошедшие через со-
ответствующий фильтр и ЛЭП, выделяются фильтром с другой стороны

линии, демодулируются колебаниями частоты f1, а также регистрируются
блоком записи. При возникновении нелинейностей и нерегулярностей в

линии происходит образование комбинационных частот колебаний f2 – f1
и f1 ± m. Одним из продуктов интермодуляции являются колебания час-
тоты f2 – f1 + f1 ± m = f2 ± m. Эти частоты выделяются фильтром f2 ± m, а
затем демодулируются с использованием генератора частоты f2 и регист-
рируются блоком записи. 

Модулятор m

Блок записи

Демоду-
ляторГенератор

f1

Фильтр

m 
Фильтр

m 

Генератор

f2

Генератор

f1

Фильтр

f2 − f1

Фильтр

f1 ± m
Фильтр

f2 ± m

Демоду-
лятор

Фильтр

f1 ± m

Генератор

f2 + f1

Рис. 3. Структурная схема устройства, реализующего частотно-временной метод ОМП
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Перед началом работы (или в процессе работы) прибора произво-
дится тестирование. При этом замыкаются контакты выключате-
лей (рис. 3), обеспечивая подачу колебаний в линию только частот f1 ± m. 
В нормальном режиме работы контакты выключателей разомкнуты.  

Рис. 4 отображает типовой способ регистрации временной за-
держки в распространении колебаний с частотами f1 и f2. Разница ме-
жду моментами регистрации t2 − t1 для случая рис. 4 определяет рас-
стояние X до места повреждения. 

f1 модуляция

f2 модуляция

синхронизирующее
колебание

t2 t1

Рис. 4. Временные диаграммы частотно-временного метода

Следует отметить, что частотно-временные методы не нашли широ-
кого применения для ОМП ЛЭП. Однако их можно применять в следую-
щих ситуациях. Например, каналы дифференциально-фазной (ДФЗ)  вы-
сокочастотной защиты линийи высокочастотной (ВЧ) связи входят в тех-
нологические комплексы ЛЭП. Выход их из строя или возникновение со-
ответствующих периодических прерываний не приводит к нарушениям

передачи электрической энергии, но существенно сказывается на надеж-
ности и управляемости комплексов электротехнического оборудования. 
Применяемые методы контроля ДФЗ и ВЧ-связи направлены преимуще-
ственно на диагностирование элементов приемо-передающего оборудо-
вания, но не на выявление мест повреждений ЛЭП, приводящих, напри-
мер, к нарушениям каналов связи. При этом актуальной является дистан-
ционная диагностика, имеющая целью определение расстояния до таких

повреждений, как набросы на ЛЭП, нарушения в целостности грозотроса, 
не приводящие к отключениям, нарушения в трактах ВЧ обходов каналов

связи и др. Рассмотренные частотно-временные методы позволяют решать

указанные задачи. Они могут применяться в совокупности с получением ам-
плитудно-частотных характеристик каналов связи, формирование которых

является необходимым элементом эксплуатационных работ. 
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Современные комплексные частотно-временные устройства с ис-
пользованием цифровой обработки сигналов [8, 11, 12] могут быть реали-
зованы согласно схеме рис. 5. Цифровой генератор формирует сигнал с

постоянным амплитудно-частотным спектром G(f) в некоторой полосе

частот П (рис. 6). 
Такой сигнал позволяет получать амплитудно-частотную харак-

теристику канала A(f) с помощью дискретного или быстрого преоб-
разования Фурье [8].  

Блок регистрации

и вычислений

АЦП

(амплитудно-цифровой
преобразователь) 

Дискретное

(быстрое) 
преобразование

Фурье

Широкополосный

усилитель

Цифровой генератор
широкополосного

сигнала

X, A(f)

Рис. 5. Схема комплексного устройства, реализующего частотно-временные методы

fП

G(f)

50 Гц

Рис. 6. Амплитудно-частотный спектр сигнала, излучаемого широкополосным генератором

Помимо этого, производится временная регистрация сигналов раз-
личных дискретных частот блоком регистрации и вычислений. В итоге

получается множество оценок расстояния до места повреждения {Xi}, ко-
торое усредняется для обеспечения результирующей точной оценки X. 
Процедуры усреднения могут содержать различные статистические алго-



Частотно-временные методы в задачах
определения места повреждения линий электропередач

451 

ритмы теории вероятностей [9, 10] с учетом специфики распространения

и затухания генерируемого сигнала на различных частотах. Заметим, что
схемный вариант устройства (рис. 5) может применяться и для реализации

метода с использованием комбинационных (интермодуляционных) частот. 
В заключение следует заметить, что цифровые устройства формиро-

вания и обработки сигналов для диагностики ЛЭП с использованием час-
тотно-временных методов аналогичны компонентам локационной техни-
ки [11, 12], однако отличаются значительно меньшими требованиями по

быстродействию. Они достаточно эффективно реализуются на широко

распространенных компонентах микропроцессорной техники и не тре-
буют значительных аппаратурных и стоимостных затрат. 

Таким образом, рассмотренные частотно-временные методы

ОМП ЛЭП образуют отдельную группу и могут применяться как са-
мостоятельно, так и в комплексе с другими методами в устройствах

диагностирования. 
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