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В статье рассмотрен алгоритм конечно-элементного анализа вынужденных колебаний модели 

биологической ткани в трехмерной постановке и представлены результаты численного анализа тесто-
вых примеров. Ткань представлена как сплошная двухфазная среда, образованная упругим каркасом и 
жидкой фазой согласно теории пороупругости Бийо. Разработанный алгоритм расчета вынужденных ко-
лебаний тел, имеющих систему связанных пор, заполненных вязкой жидкостью или воздухом, может 
быть также применен для вибрационного анализа слоистых пористых структур или пенообразных тел и 
в геомеханике при анализе распространения упругих волн. 

 
 
Введение 

Известно, что твердые и мягкие ткани, фор-
мирующие основные элементы опорно–
двигательной системы человека, такие как кости, 
мышцы и связки, могут при определенных ограни-
чениях рассматриваться с позиций механики гетеро-
генных сред в виде сплошной двухфазной среды [1]. 
Предполагается, что в ткани могут быть выделены 
твердая фаза, представляющая собой упругий 
формообразующий скелет и воспринимающая ос-
новную силовую нагрузку, и жидкая фаза, образо-
ванная сложной по биологическому составу жидко-
стью с растворенными в ней питательными вещест-
вами. Математические модели, описывающие такую 
структуру, опираются на два фундаментальных 
подхода механики. В первом случае, основанном на 
теории гетерогенных сред, в явной форме записы-
ваются законы сохранения и уравнения движения 
для каждой фазы и всего тела в целом [2]. Во вто-
ром случае используется аппарат эффективных 
характеристик и ткань представляется как сплошная 
пористая среда, параметры которой выражаются в 
терминах эффективных напряжений и специфиче-
ских физико–механических свойств материала [3, 4].  

Задача математического моделирования вы-
нужденных колебаний пороупругого тела актуальна 
для корректной научной интерпретации результатов 
измерений и теоретического обоснования методов 
резонансной вибрационной диагностики элементов 
опорно–двигательного аппарата человека, полу-
чивших активное развитие в настоящее время [5, 6]. 
Однако в известных библиографических источниках, 
как правило, рассматриваются вопросы распреде-
ления давления жидкости в порах при наличии 
внешнего гармонического воздействия, инерцион-
ными же эффектами, учитывающими возможное 
движение жидкости в порах, чаще всего пренебре-
гают [4]. Таким образом, в статье будет рассмотрен 
алгоритм приближенного расчета вынужденных ко-
лебаний пороупругого тела в трехмерной постанов-
ке и представлены результаты численного анализа. 
 

Метод решения. Уравнения связанной ди-
намической задачи пороупругости, сформулирован-
ные в теории Бийо [3, 4], могут быть записаны в 
следующем тензорном виде в объеме тела V: 
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где σ и ε – тензора эффективных напряжений и де-
формаций; θ – объемная деформация; E – единич-
ный тензор; где ∇ – дифференциальный оператор 
Гамильтона; u и fv – вектора перемещений и задан-
ных объемных сил; p – давление в порах; γ – плот-
ность объемных источников; ρ, G и ν – плотность, 
модуль сдвига и коэффициент Пуассона; k – коэф-
фициент проницаемости, или гидравлическая про-
водимость; α – коэффициент эффективных напря-
жений Бийо; а – коэффициент, численно равный 
отношению количества жидкости, покинувшей или 
заполнившей поры, к заданному давлению при от-
сутствии объемной деформации упругого скелета  
[3]. В известной литературе коэффициент а не име-
ет собственного названия и, как правило, записыва-
ется через другие физико-механические константы. 

Согласно [4], параметры k и a имеют сле-
дующий вид: 
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где k' – проницаемость – существенная константа, 
входящая в закон диффузии Дарси; µ – вязкость 
жидкости в порах; νu – коэффициент Пуассона при 
условии заполнения пор жидкостью. 

Необходимо отметить важную особенность 
описания двухфазного континуума с помощью аппа-
рата эффективных характеристик. Приведенные 
выше модули сдвига и коэффициент Пуассона, а 
также выражаемые через них модуль Юнга  E и 
объемный модуль упругости K имеют физический 
смысл упругих параметров, вычисляемых для пред-
ставительного объема пористого материала, в кото-
ром поры не заполнены жидкостью, или осушены. В 
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англоязычной литературе материальные константы, 
определенные при таких условиях, обозначаются 
индексом «d», т.е. «drained». Для упрощения даль-
нейшего изложения индекс «d» будет опущен. В 
противоположность «осушенным» параметрам при 
данном подходе вводится система упругих модулей, 
вычисляемых для представительного объема по-
ристого материала, в котором поры полностью за-
полнены жидкостью, не подвижной относительно 
твердого каркаса. Зарубежные авторы обозначают 
материальные константы, определенные при таких 
условиях, индексом «u», т.е. «undrained» [4, 7]. 

Граничные условия на поверхности тела S 
могут быть представлены в виде существенных ус-
ловий, налагаемых на функции перемещений и дав-
лений на части поверхности S1, и в виде естествен-
ных условий, налагаемых на поверхностные силы и 
потоки на части поверхности S2: 
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Записанные выше уравнения представляют 
собой систему связанных дифференциальных урав-
нений относительно неизвестных физических полей 
– перемещений, деформаций и напряжений формо-
образующего скелета и давления жидкости в порах. 

Для приближенного решения представленной 
системы уравнений воспользуемся общим подхо-
дом теории численных методов – методом взве-
шенных невязок (МВН) [8].  Рассмотрим первое 
уравнение системы (1). Предполагая, что искомые 
функции являются приближенным решением зада-
чи, условие минимизации функции невязки можно 
записать в виде 

0)( =⋅++⋅∇∫
V
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где w – весовая функция; fin  – вектор сил инерции; V 
– объем тела. 

Выражение (4) может быть преобразовано к 
так называемому ослабленному уравнению МВН, 
являющемуся исходным соотношением для многих 
численных методов, путем применения известной 
теоремы Остроградского–Гаусса о дивергенции, 
широко используемому в теории упругости [9]: 
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где n – вектор внешней нормали к поверхности  
тела S. 

Накладывая ограничение на выбор весовой 
функции, а именно, учитывая, что весовая функция 
должна удовлетворять кинематическим (существен-
ным) граничным условиям на части поверхности 
тела S1, а также учитывая свойства симметрии тен-
зора напряжений и соотношение Коши, связываю-
щее тензор напряжений с полным вектором усилий 
на площадке (3), соотношение (4) преобразуается к 
виду 
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где S2 – часть поверхности тела, на которой заданы 
силовые (естественные) граничные условия. 

Механическая интерпретация соотношения 
(5) достаточно очевидна. В самом деле, поскольку 
весовая функция может быть выбрана произвольно 
при выполнении определенных ограничений на ее 
вид, то в данном случае удобно принять за весовую 
функцию возможные перемещения точек сплошной 
среды w=δu. Тогда уравнение (5) будет представ-
лять собой одну из форм принципа возможных пе-
ремещений: сумма работ внешних сил на возмож-
ных перемещениях равна вариации потенциальной 
энергии деформации тела, которая, в свою очередь, 
также может быть интерпретирована как внутренняя 
работа обобщенных сил (напряжений) на обобщен-
ных перемещениях (деформациях). Напряжения при 
этом являются функциями перемещений и давле-
ния жидкости в порах согласно второму и третьему 
соотношениям системы (1).  

Аналогичным образом преобразуется четвер-
тое уравнение системы (1): 
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где w – скалярная весовая функция. 
Второй интеграл в соотношении (6) может 

быть вычислен аналогично предыдущему: 
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Выберем весовую функцию таким образом, 

чтобы она равнялась нулю на части поверхности S1, 
где задано давление, и представим интеграл по 
поверхности в виде суммы двух интегралов. Прини-
мая во внимание известную формулу вычисления 
производной по нормали к поверхности и учитывая 
естественное граничное условие на давление (3), 
окончательно получим второе исходное выражение 
для дальнейшей разработки алгоритма: 
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Для численного решения уравнений (5) и (7), 
используя стандартный подход конечно-элементной 
дискретизации [8], введем аппроксимирующие 
функции для основных неизвестных задачи – пере-
мещений точек твердой фазы и давления жидкости 
в произвольной точке конечного элемента: 
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где  Nu

e, Np
e  – матрицы, образованные локальными 

интерполирующими функциями, определенными в 
области конечного элемента Ve; au

e, ap
e  – матрицы 

кинематических связей, состоящие из нулей и еди-
ниц; ue и pe – элементные вектора узловых пере-
менных – перемещений и давлений в узлах конеч-
ного элемента, которые, в свою очередь, выража-
ются через глобальные вектора узловых перемен-
ных U и P. Последние содержат перемещения и 
давления в узлах глобальной конечно-элементной 
сетки. 

Аналогичные интерполяционные соотноше-
ния можно ввести для функций, заданных в объеме 
тела, для объемных сил и внутренних источников, 
что соответствует так называемому изопараметри-
ческому подходу в теории конечных элементов [8].
 Функции, заданные на границе области, т.е. 
поверхностные силы и потоки, интерполируются по 
узловым значениям элементов, выходящих на по-
верхность области V, аналогичным образом.  

Весовые функции w и w могут быть выбраны 
различным образом. Наиболее распространенным 
является вариант метода Бубнова–Галеркина, в 
котором весовые функции задаются в том же виде, 
что и приближенные решения: 
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Известное преимущество такого подхода со-
стоит в образовании симметричных матриц, входя-
щих в глобальную систему алгебраических уравне-
ний. 

В соответствии с общей идеей МКЭ интегра-
лы по объему и поверхности тела представляются в 
виде суммы интегралов по конечным элементам, на 
которые разбита область и граница области. В ре-
зультате уравнения (5) и (7) примут следующий вид: 
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Уравнения (10) путем применения стандарт-

ных математических процедур метода конечных 
элементов приводятся к виду 
 )t()t( sv FFHPKUUM +=−+&& , 

)t()t( ΓQUCGPPD +=++ && ,      (11) 
где M, K – глобальные матрицы масс и жесткости; H 
– глобальная матрица связи «давление – переме-
щения», или матрица влияния распределения дав-
ления жидкости в порах на движение твердой фазы; 
Fv(t), Fs(t) – глобальные узловые вектора, статически 
эквивалентные заданным объемным и поверхност-
ным силам; D и G – глобальные матрицы насыще-
ния и проницаемости; C – глобальная матрица 
связи «перемещения – давление», или матрица 
влияния перемещений твердого каркаса на рас-
пределение давления жидкости в порах; Q и Г – 
глобальные узловые вектора, статически эквива-
лентные заданным объемным источникам и по-
верхностным потокам. 

Глобальные матрицы масс и жесткости, а 
также глобальные вектора узловых сил имеют стан-
дартный вид соответствующих матриц и векторов, 
получаемых в результате конечно-элементной дис-
кретизации уравнений упругости [8], и поэтому здесь 
не приводятся. Остальные матрицы могут быть за-
писаны следующим образом: 

∑ ∫
=

=
eN

e eV

e
p

ee
p

eTeTe
u dV

1
)()( aNABaH , 

∑ ∫
=

=
eN

e eV

e
p

ee
p

Te
p

Te
p dVa

1
)()( aNNaD ,  (12) 

∑ ∫
=

=
eN

e eV

e
p

ee
p

Te
p

Te
p dVk

1
)()( aGGaG ,  

где интегралы по элементам представляют собой 
соответствующие элементные матрицы; Ae – эле-
ментная матрица коэффициентов эффективных 
напряжений; Be – матрица градиентов; Gp

e – матри-
ца частных производных от интерполирующих 
функций, сходная с матрицей градиентов Be. 

Можно показать, что матрицы H и C совпада-
ют с точностью до операции транспонирования, что 
подчеркивает симметричность эффекта влияния 
движения фаз друг на друга в связанной задаче 
пороупругости. 

При анализе динамического поведения био-
логических структур, необходимо учитывать вяз-
кость живых тканей. В теории наследственной упру-
гости и в работах, посвященных моделированию 
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мягких тканей, известно большое число опреде-
ляющих соотношений вязкоупругого материала, 
задающих связь между скоростями деформаций и 
напряжений. Полученная выше система динамиче-
ских уравнений (11) позволяет интерпретировать 
явление диссипации энергии в биологических тка-
нях как результат вязкого взаимодействия жидкой и 
твердой фаз в пороупругом теле.  

В самом деле, рассмотрим частный случай 
общей динамической задачи –вынужденные коле-
бания тела под действием внешней гармонической 
силы. 

Представим внешние силы, потоки и источники 
в гармоническом виде с помощью комплексной экс-
поненты: 
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где Fv и Fs – глобальные вектора амплитудных зна-
чений объемных и поверхностных узловых сил; Q и 
Γ – глобальные вектора амплитудных значений по-
токов и источников; ω  – круговая частота колеба-
ний; i  – мнимая единица. 

В этом случае частное решение, соответст-
вующее установившимся вынужденным колебания, 
определяется в том же виде, что и правая часть 
дифференциальных уравнений: 

C,,)(,)( ∈== ωω PUPPUU titi etet  
где U и P – глобальные вектора комплексных ам-
плитудных значений перемещений и давлений в 
узлах конечно–элементной сетки.  

Подставляя выражения (13) и (14) в уравне-
ния (11), получим линейную систему комплексных 
алгебраических уравнений относительно амплитуд-
ных значений перемещений и давлений в узлах: 
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Поскольку матрицы H и C совпадают с точно-
стью до операции транспонирования, то глобальная 
матрица системы (15) может быть приведена к сим-
метричному виду, а уравнения примут следующий 
вид: 
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После решения полученной системы для 
фиксированных значений частоты внешней силы 
могут быть также вычислены амплитудные значения 
узловых скоростей и ускорений. При этом действи-
тельные амплитуды и фазы колебаний определены 
согласно известным формулам представления ком-
плексных чисел в экспоненциальной форме. 

Рассмотренный алгоритм реализован в ав-
торском конечно–элементном комплексе Mechanic-
sFE_PEV и позволяет рассчитывать установившие-
ся колебания пористых упругих тел, насыщенных 
вязкой жидкостью. Отметим, что в настоящее время 
авторам неизвестны описания доступных коммерче-
ских программ, позволяющих проводить подобные 
расчеты. 
 
Результаты  

Для тестирования программы и верификации 
получаемых результатов необходимо иметь про-

стые аналитические решения. Как и в классической 
теории упругости, общая система уравнений поро-
упругости (1) допускает частные случаи, описываю-
щие продольные и поперечные колебания стержня: 
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где u=u(x,t) - продольные перемещения; v= v(x,t) – 
прогиб стержня; ∫= S

pdSyP  – эквивалентное дав-

ление в сечении; S и J – площадь и момент инерции 
поперечного сечения стержня; y – вертикальная 
координата. 

В книге [10] приведены другой вывод этих 
уравнений и некоторые аналитические решения, 
полученные путем разложения неизвестных функ-
ций в ряд Фурье при определенных граничных усло-
виях.  

В качестве числового примера был рассмот-
рен стержень длиной 30 см, имеющий сечение в 
виде квадрата со стороной 1 см, нагруженный про-
дольной или поперечной объемной силой интенсив-
ности 1 Н/мм3 и 0.01 Н/мм3 соответственно, изме-
няющейся во времени по гармоническому закону. В 
первом случае стержень консольно закреплен на 
левом торце при свободном правом, а во втором 
граничные условия представляют собой шарнирное 
опирание при свободных для относительного дви-
жения жидкости торцах. Модули упругости и харак-
теристики пористости соответствуют компактной 
ткани бедренной или берцовой кости  [7]: модуль Юнга 
E = 14.575 ГПа; модуль сдвига G = 5.5 ГПа; плотность  
ρ = 1500 кг/м3; проницаемость k = 6.36⋅10–10 м2/Па⋅с; по-
ристость φ = 0.04; объемный модуль упругости жид-
кости Kf = 2.3 ГПа. В качестве параметра, меняюще-
гося в пределах от 0 до 1 [4, 7], примем коэффициент 
эффективных напряжений Бийо α.  

Заметим, что применение формулы (2) в слу-
чае, когда  коэффициент эффективных напряжений 
приближается к нулю, становится проблематичным. 
В самом деле, выражение коэффициента Пуассона 
в условиях насыщения νu имеет следующий вид [4]: 

( )
( )ν−α−

ν−α+ν
=ν

213
213

B
B

u .    (19) 

Тогда при α = 0 коэффициент νu  совпадает с 
коэффициентом Пуассона в условиях отсутствия 
жидкости в порах ν, и, следовательно, множитель a, 
согласно формуле (2), становится неопределенным. 
Преодолеть возникшую проблему можно, восполь-
зовавшись определением коэффициента Скемптона 
[4]: 

( )( ) KK
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B
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f

φ+α−φ−α

α
=

1
      (20) 

где K – эффективный объемный модуль упру-
гости пористого материала в условиях отсутствия 
жидкости в порах. 

Подставляя выражение (20) в формулу (2) и 
выполняя ряд алгебраических преобразований, 
окончательно получим 



 «Вестник ИГЭУ»   Вып. 3   2005 г. 
 

 
 ГОУВПО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина»  

  

( ) ( )

( )ν+























−φ−φ+α+α−ν−

=
12

11213 2

G

K
K

a
f

.  (21) 

В результате решения уравнений (17) и (18) 
получены аналитически точные амплитудно-
частотные характеристики (АЧХ) продольных и по-
перечных колебаний одномерной модели стержня 
при рассмотренных выше граничных условиях. На 
рис.1, 2 показаны соответствующие резонансные 
кривые, отображающие зависимость амплитуды 
продольных перемещений и прогиба от частоты 
внешней гармонической силы в точках стержня, 
расположенных на правом свободном торце в пер-
вом случае или в среднем сечении во втором слу-
чае. На рис.3, 4 показаны резонансные кривые, со-
ответствующие зависимости давления жидкости в 
порах от частоты продольной или поперечной воз-
мущающей силы в точках стержня, расположенных 
на левом закрепленном торце стержня в первом 
случае или в среднем сечении стержня во втором 
случае. В качестве примера фазо-частотной харак-
теристики (ФЧХ) приведена зависимость фазы по-
перечных колебаний точек среднего сечения стерж-
ня (рис.5) от частоты приложенной объемной на-
грузки. 

Аналитически рассчитанные кривые сравни-
вались с приближенными результатами, получен-
ными на трехмерной конечно–элементной модели 
стержня, имеющего те же размеры и значения ма-
териальных констант и нагруженного объемной си-
лой той же интенсивности. Модель стержня состоит 
из 10 конечных элементов, расположенных  вдоль 
оси стержня. Каждый элемент представляет собой 
20–узловой шестисторонний изопараметрический 
элемент, имеющий 4 степени свободы в узле:  
3 компоненты вектора перемещений твердой фазы 
и значение давления жидкости. Общее число степе-
ней свободы модели составляет 512, из которых 
384 – кинематические переменные. Полученные в 
результате расчета амплитудно-частотные и фазо-
частотные характеристики стержня в тех же сечени-
ях, что и в случае аналитической модели стержня, 
представлены на рис. 1–5. 
 
Обсуждение 

Представленные графики (рис.1 – 5) ампли-
тудно-частотных и фазо- частотных характеристик 
стержня, полученные аналитическим путем на осно-
ве одномерной модели и методом конечных эле-
ментов с использованием пространственной модели 
стержня в виде длинного параллелепипеда, демон-
стрируют хорошее соответствие точных и прибли-
женных результатов. Имеющееся несоответствие 
вполне укладывается в рамки введенных допуще-
ний, накладываемых на соотношения между харак-
терными размерами стержня, и допущений, связан-
ных с характером распределения давления жидко-
сти в порах по сечению стержня. Наибольшая 
ошибка при расчете резонансной частоты продоль-
ных и поперечных колебаний методом конечных 
элементов относительно аналитических данных 
составляет εf прод = 0.33 % при α = 0.4 в первом слу-
чае и εf попр = 0.8 % при α = 1 во втором случае. 

Сравнительный анализ амплитудно-
частотных характеристик стержня, совершающего 

продольные или поперечные колебания (рис.1 – 5), 
позволяет сделать ряд выводов об упругих и дисси-
пативных свойствах конструкции, построенной из 
двухфазного материала. Можно отметить два ха-
рактерных свойства пороупругих систем, независи-
мо от типа прикладываемой нагрузки. 

Во–первых, резонансная частота стержня в 
обоих случаях смещается вверх при увеличении 
значения коэффициента эффективных напряжений 
Бийо α в заданных пределах от нуля до единицы. 
Как следует из уравнений (11), (17) и (18), при α = 0 
система уравнений перестает быть связанной, рас-
падаясь на два независимых уравнения, описы-
вающих самостоятельное движение твердой фазы и 
распределение жидкости в порах, которое в данном 
случае равно нулю, если отсутствуют внешние по-
токи на поверхности 2S ′′ и внешнее давление равно 
нулю на поверхности 1S ′′ . Таким образом, коэффи-
циент эффективных напряжений является основ-
ным параметром, отвечающим за эффект коуплинга 
в задаче пороупругости. Во–вторых, имеет место 
диссипация энергии в системе, выражаемая в том, 
что амплитуда колебаний становится ограниченной 
при совпадении частоты возбуждающей силы с соб-
ственной частотой колебаний стержня. Более того, 
при увеличении коэффициента эффективных на-
пряжений от нуля до единицы эффект демпфирова-
ния колебаний усиливается. Интересно отметить, 
что возможно практически полное исчезновение 
резонансного пика при больших значениях этого 
параметра, что наблюдается при α ≥ 0.8 в случае 
поперечных колебаний стержня (рис. 2). Еще более 
необычные резонансные свойства проявляет сис-
тема, совершающая изгибные колебания, при очень 
больших значениях коэффициента α, а именно, при 
его максимальном значении, равном единице, ам-
плитудно-частотная характеристика имеет сильно 
сглаженный резонансный пик на частоте 125 Гц, 
которая значительно меньше собственной частоты 
колебаний идеально упругого стержня, а также ре-
зонансных частот пороупругого стержня при значе-
ниях коэффициента эффективных напряжений α = 
0.4 и α = 0.8. 

Из общих теорем аналитической механики 
известно, что о наличии диссипации в системе так-
же свидетельствуют фазо-частотные кривые. В ка-
честве примера в статье приведены фазо-
частотные характеристики поперечных колебаний 
стержня (рис. 5). При нулевом значении коэффици-
ента эффективных напряжений Бийо сдвиг фазы 
колебаний на 180° происходит мгновенно при пере-
ходе системы через резонанс. В случае же его уве-
личения до единицы наблюдается значительное 
сглаживание ступенчатой функции. 

Поведение давления в порах в целом повто-
ряет характер зависимости продольных и попереч-
ных перемещений твердого каркаса стержня от час-
тоты внешнего воздействия (рис.3, 4). Логично пред-
положить, что основной вклад в движение жидкой 
фазы вносят упругие перемещения твердого карка-
са, который физически вовлекает в свое движение 
жидкость, содержащуюся в порах.  Имеющее место 
относительное движение жидкости, видимо, незна-
чительно, что подтверждает некоторое смещение 
резонансного пика в сторону более высоких частот 
по сравнению с АЧХ колебаний точек твердого кар-
каса пористого материала. Данный эффект стано-
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вится более заметным при увеличении коэффици-
ента эффективных напряжений.  

Интересно отметить существенное различие 
в чувствительности двух систем к значению коэф-
фициента Бийо, что проявляется в значительном 
смещении резонансной частоты при рассмотрении 
продольных колебаний стержня. Максимальное по-
вышение резонансной частоты составляет в этом 
случае  122.3 % при α = 1, в то время как аналогич-
ный параметр для поперечных колебаний составля-
ет лишь 6.05 % при α = 0.8. Заметим, однако, что 
влияние коэффициента эффективных напряжений 
на изгибные колебания оказывается более значи-
тельным в смысле повышения внутреннего трения в 

системе и, как следствие, увеличения диссипации 
выше критического значения, что приводит к значи-
тельному снижению амплитуды колебаний. Причи-
ной данного эффекта может быть как различное 
соотношение между направлениями прикладывае-
мой нагрузки (вдоль оси стержня при продольных 
колебаниях и перпендикулярно – при поперечных) и 
преимущественным направлением движения жид-
кости в порах (вдоль продольной оси стержня в 
обоих случаях), так и значительное различие в соб-
ственных частотах идеально–упругого стержня на 
растяжение и изгиб. 

 

. 
 
 

 
Рис. 1. Амплитудно-частотные характеристики продольных колебаний консольного стержня, рассчитанные в средней точке 

правого свободного торца стержня аналитически (ANLT) и численно (FE3D). 
 



 «Вестник ИГЭУ»   Вып. 3   2005 г. 
 

 
 ГОУВПО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина»  

  

 
Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики поперечных колебаний шарнирно опертого стержня, рассчитанные в среднем 

сечении стержня аналитически (ANLT) и численно (FE3D). 
 

 
Рис. 3. Резонансные кривые, соответствующие зависимости давления жидкости в порах от частоты продольной возмущающей 

силы, рассчитанные в средней точке левого закрепленного торца стержня аналитически (ANLT) и численно (FE3D). 
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Рис. 4. Резонансные кривые, соответствующие зависимости давления жидкости в порах от частоты поперечной возмущающей 

силы, рассчитанные в среднем сечении стержня аналитически (ANLT) и численно (FE3D). 

 
Рис. 5. Фазо-частотные характеристики поперечных колебаний шарнирно опертого стержня, рассчитанные в среднем сечении 

стержня аналитически (ANLT) и численно (FE3D). 
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Заключение 
Полученные результаты численного модели-

рования имеют хорошее совпадение с аналитиче-
скими данными, что подтверждает работоспособ-
ность предложенного конечно–элементного алго-
ритма и позволяет использовать программный ком-
плекс MechanicsFE_PEV для расчета сложных био-
механических систем, насыщенных жидкостью, та-
ких, как длинные трубчатые кости опорно–
двигательного аппарата, связки, хрящи, сухожилия 
и скелетные мышцы, для математического описания 
которых аппарат теории двухфазных сред пред-
ставляется наиболее естественным. Разработанный 
подход может быть применен для вибрационного 
анализа слоистых пористых структур и пенообраз-
ных тел, широко используемых в системах звуко-
изоляции, а также в геомеханике при анализе рас-
пространения упругих волн в насыщенных породах 
и грунтах. 
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